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摘 要

多波段视角下恒星级双黑洞的空间引力波数据处理

专 业：天文学

博 士 生：王晗

指导教师：胡一鸣 教授

摘 要

随着 2015 年地面引力波探测器首次探测到来自恒星级双黑洞并合的引力波信

号，引力波天文学的大门被打开。尽管已有的观测数据扩展了人们对双黑洞质量、自

旋等物理特征的认识，但这些恒星级双黑洞的形成机制尚未明确。在未来，空间引

力波探测器的运行将打开毫赫兹频率引力波的探测窗口，其对多种物理参数的高精

度测量（特别是轨道偏心率），将为恒星级双黑洞不同形成机制的区分提供重要依

据。然而，传统方法直接在空间引力波数据中处理恒星级双黑洞信号所需的计算资

源远超可行范围。恒星级双黑洞在地面和空间频段均辐射引力波，多波段联合探测

由此成为突破瓶颈的可行方案。在地面探测到恒星级双黑洞事件后，可对空间探测

器的数据档案开展回溯式搜索，即“档案搜索”。通过地面观测提供的高精度参数估

计信息，空间数据的参数空间被显著压缩，从而大幅降低计算成本。此前的研究多

聚焦于理论方案探讨，尚未形成完整的端到端的数据处理体系。

因此，本课题旨在针对地面引力波探测事件，搭建首个涵盖“数据模拟-信号探

测-信号测量”全过程的空间引力波档案搜索流水线。首先，本课题开发了面向空间

引力波数据模拟的软件 GWSpace，该软件兼容多种空间探测器，集成了天琴等探测

器的轨道模型、噪声谱和天线响应函数，并支持包括恒星级双黑洞在内的多种引力

波源。特别地，本课题还针对包含偏心率参数的双黑洞波形修正了其天线响应函数

的计算。随后，本课题使用含偏心率的引力波波形，构建了适用于空间探测器的匹

配滤波探测的波形模板库。研究发现引入偏心率后所需模板数量较圆轨道情况高出

五个数量级以上，而在初始偏心率 ei ≳ 5 × 10−4 的情况下，忽略偏心率会导致匹
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配滤波产生显著系统误差。这一结论不仅验证了空间探测器对偏心率参数的约束能

力，为区分恒星级双黑洞形成机制提供了关键判据，而且进一步强调了偏心率效应

在引力波研究中的关键作用。最后，本课题基于贝叶斯推断方法，实现了档案搜索

条件下对恒星级双黑洞信号的参数估计。利用外差似然方法，在不影响结果精度的

前提下显著加速了波形计算，使得参数估计在可接受的计算时间内完成。计算结果

进一步验证了空间探测器对质量、偏心率等参数测量方面的独特优势，体现了其在

揭示恒星级双黑洞形成机制中的重要科学意义。上述系列工作的开展不仅为恒星级

双黑洞的多波段引力波数据分析奠定了坚实基础，也为未来借助空间引力波探测项

目分辨其形成机制提供了宝贵的技术储备。

关键词：恒星级双黑洞，档案搜索，引力波探测，贝叶斯推断，偏心率
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Abstract

In 2015, ground-based gravitational wave (GW) detectors recorded the first-ever

GW signal from a stellar-mass binary black hole (sMBBH) merger, thereby opening

the door to GW astronomy. Although existing observations have broadened our un-

derstanding of physical properties such as the masses and spins of sMBBHs, their

formation mechanisms remain unclear. In the future, space-based detectors will open

a detection window in the millihertz frequency band. Their capability to measure var-

ious physical parameters with high precision (especially the orbital eccentricity) will

provide crucial evidence for distinguishing among different formation mechanisms of

sMBBHs. However, applying traditional methods to analyze sMBBH signals in space-

based data is computationally prohibitive. Since these systems emit GWs across both

ground- and space-based frequency bands, a multiband joint-detection strategy of-

fers a promising approach to overcome this computational bottleneck. Specifically,

for GW events detected by ground-based detectors, one can perform a retrospective

search in the space-based data - so-called “archival search”. By leveraging the high-

precision parameter estimates from ground-based observations, the parameter space

in the space-based data is significantly reduced, thereby greatly lowering the com-

putational cost. Previous studies have mainly focused on theoretical schemes, and a

complete end-to-end data analysis pipeline has yet to be established.
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Therefore, this thesis aims to implement the first comprehensive space-based GW

archival search pipeline that covers the entire process - from data simulation to detec-

tion to parameter estimation - for ground-detected GW events. First, we developed

GWSpace, a package for space-based GW data simulation. This software is compati-

ble with multiple space-based detectors, integrates orbital models, noise, and antenna

response functions for detectors such as TianQin, and supports various GW sources

including sMBBHs. In particular, the computation of the antenna response has been

revised to accommodate binary black hole waveforms that include the eccentricity.

Next, using GW waveforms that account for eccentricity, we constructed a template

bank for matched-filtering detection tailored to space-based detectors. Our study

found that incorporating eccentricity increases the required number of templates by

more than five orders of magnitude compared to the circular orbit case. Moreover, for

initial eccentricity ei ≳ 5 × 10−4, neglecting eccentricity leads to significant system-

atic biases during matched filtering. This conclusion not only validates the capability

of space-based detectors to constrain the eccentricity - providing a key criterion for

distinguishing the formation mechanisms of sMBBHs - but also highlights the crucial

role of eccentricity effects in GW research. Finally, based on Bayesian inference, we

implemented parameter estimation for sMBBH signals detected via archival search.

Using the heterodyning likelihood approach, we significantly sped up waveform com-

putation while preserving accuracy, enabling parameter estimation within acceptable

time. The results further demonstrate the unique advantages of space-based detectors

in measuring parameters such as masses and eccentricity, underscoring their signifi-

cant role in unveiling the formation mechanisms of sMBBHs. These studies have not

only established a robust foundation for multiband GW data analysis of sMBBHs,

but also provided valuable technical groundwork for future efforts to distinguish their

formation mechanisms through space-based GW missions.

Keywords: Stellar-Mass Binary Black Hole, Archival Search, Gravita-

tional Wave Detection, Bayesian Inference, Eccentricity
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第 1 章 绪论

1.1 研究背景

在恒星演化末期，核燃料耗尽时，恒星会通过剧烈演化形成三类致密天体——

白矮星、中子星和黑洞。而恒星级黑洞，一般指的是质量 ≲ 100M⊙ 的黑洞，是大

质量恒星引力坍缩的产物。恒星级双黑洞系统即由两个恒星级黑洞组成的系统。这

样的系统的形成机制大致可以分为共同演化和动力学俘获两种方式：

1) 共同演化，指该双黑洞系统由孤立的双恒星系统演化而来。这样的前身星系
统将经历吸积过程与物质交换，以及公共包层阶段，最终形成双黑洞系统。因此这

样的双黑洞预期会有相同的自旋方向，且与轨道角动量的方向一致，另外由于前身

星系统是密近双星，双黑洞系统的轨道预计是近圆的[1]。

2) 动力学俘获，指恒星各自演化形成黑洞，在特定的天体环境下，两个黑洞靠
近并被引力束缚，进而形成双黑洞系统。这样的过程往往需要致密的天体环境，如

球状星团[2]，这样的星团非常年老，因而含有大量的恒星与恒星级黑洞，引力束缚

强。显然，这样的系统的自旋方向并不会有限制，但预期将有很显著的轨道偏心率。

特别地，双黑洞系统还有可能和其他周围的黑洞形成三体系统，或者位于活动

星系核内，这些复杂的天体环境都会提高系统带有高轨道偏心率的可能性[3, 4]。

恒星级黑洞除了可以通过恒星演化形成，还可以是原初黑洞。这种黑洞一般被

认为诞生于早期宇宙中，即宇宙大爆炸不久后的极端环境中，局部密度涨落直接导

致了引力坍缩进而形成黑洞。恒星起源的黑洞一般认为有质量下限，对应中子星

的临界质量 (∼ 3M⊙)，而原初黑洞根据模型的的不同，质量可以分布地非常广泛

(10−18 − 106M⊙)，因此原初黑洞可以用来解释更低质量黑洞的来源
[5, 6]。

由此可以看出，想要分辨出一个恒星级双黑洞系统是通过哪种方式形成的，需

要对双黑洞系统的轨道偏心率等物理参数有高精度的测量，引力波探测就是一种重

要手段。在双黑洞系统演化过程中，双星相互绕转通过引力波辐射持续耗散能量，

轨道持续收缩。若考虑轨道偏心率的存在，则随着能量的不断流失，偏心率会急剧

降低，这种现象被称为圆化效应 (circularization)。双黑洞的演化过程可划分为三
个阶段：旋近 (inspiral) 阶段的轨道衰减、并合 (merger) 时刻的剧烈碰撞以及铃宕
(ringdown) 阶段新生黑洞的振动并趋于稳定。2015 年地面引力波探测器 LIGO 首
次捕获的引力波信号，正是源自约 36 与 29 倍太阳质量的两个黑洞并合[7]。

引力波是 Albert Einstein在 1915年提出了广义相对论后的次年预言的[8]，在引

力波被直接探测之前，引力波存在的间接证据来自于双脉冲星 PSR1913+16，该系
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统由 R.A.Hulse和 J.H.Taylor在 1974年开展的巡天工作中被发现[9]，随后由 Taylor
和 Weisberg 测定了系统的周期衰减曲线，结果与引力波理论预期相吻合[10, 11]。而

早在上世纪六十年代 Joseph Weber 就开始设计建造引力波探测器，Weber 建造的
是一种共振型探测器，其装置由多个长 2m，直径 1m的圆柱体组成，这些巨大的铝
圆柱体以 1.6kHz 的共振频率振动，可以被引力波所激发。随后 Weber 在 1969 年
宣称发现了引力波信号[12]，但一直以来其他的探测器也没能证实他的结果。尽管如

此，Weber 的努力仍然促进了大量的引力波探测器的方案提出、设计和制造，其中
激光干涉型引力波探测器最后成为了引力波探测器的主流设计。

图 1-1 不同引力波频段对应的引力波波源及引力波探测手段简图，并给出不同频率
对应的周期尺度。恒星级双黑洞的旋近与并合分别可以落入空间与地面引力波探测
器的灵敏频段。

不同的引力波源会产生不同频率范围的引力波，相应地需要不同的探测手段

（如图1-1 1）。宇宙微波背景偏振的测量有助于追溯宇宙暴涨时期的原初引力波，

而脉冲星计时阵列通过监测毫秒脉冲星到达时间的周期性扰动来捕捉引力波信号。

近期多个脉冲星计时阵项目已探测到纳赫兹引力波信号存在的证据，这种信号被

认为源自超大质量双黑洞系统（质量 ≳ 105M⊙）的随机背景
[13–16]。而对于本课题

讨论的恒星级双黑洞——这种多波段引力波源在并合和铃宕阶段产生的高频信号

(1− 103Hz) 处于地面探测器的灵敏频段，而其旋近阶段的中低频信号 (10−3 − 1Hz)
则适合由空间探测器捕捉。基于此，我们接下来将具体介绍这两种探测器：

1基于公共领域图像 The Gravitational Wave Spectrum: Sources and Detectors 重新绘制。原始
图像来源：http://science.gsfc.nasa.gov/663/research/index.html
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地面引力波探测器 LIGO 由两台臂长 4km 的 L 型迈克尔逊干涉仪型引力波
探测器组成[17]，分别位于美国的路易斯安那州和华盛顿州。2015 年 LIGO 完成了
一次主要的设备升级（Advanced LIGO）后不久[18]，便于 9 月 14 日首次观测到引
力波，该结果于 2016年 2月正式宣布，该事件被命名为 GW150914[7]。除了 LIGO，
目前正在运行的地面探测器还有 Virgo[19, 20]，KAGRA[21, 22]，GEO600[23, 24] 等，其

原理基本相同，只是臂长稍短 (3km, 3km, 600m)。
与此同时，下一代的地面引力波探测器也逐一提上日程，主要有 Einstein Tele-

scope (ET)[25] 和 Cosmic Explorer (CE)[26]，二者均预期在 2030 年前后投入使用。
ET被计划建设成臂长 10km的等边三角形干涉仪，而 CE被计划建设成臂长 40km
的 L型干涉仪。一般称它们为第三代地面引力波探测器，这是因为考虑到热噪声和
引力梯度噪声对探测器的影响，第三代地面探测器计划建设在地下并在低温环境下

运行，相比现如今的探测器将会迎来巨大的灵敏度的提升（如图1-2）。

图 1-2 部分地面及空间引力波探测器的特征应变 (characteristic strain) 曲线[27]，特
征应变是衡量探测器在该频率下灵敏度的常用指标，数值越低代表探测器在该频率
的灵敏度越好。不同色块代表不同频段下一些典型的引力波源。

空间引力波探测器 地面引力波探测器基线长度有限，尽管设备的升级可以提

升灵敏度，但其灵敏频段依旧对应的是高频引力波。因此，探测 1Hz 以下的引力波
信号，需要将目光转向空间探测。
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天琴是由中山大学罗俊院士提出的一种空间引力波探测器[28]。该探测计划预

期将在 10 万公里高的地心轨道上放置三颗无拖曳卫星，组成等边三角形构型的一
组空间激光干涉仪，其预期的灵敏频段约为 10−4 − 1Hz（如图1-2）。天琴绕地轨道
平面是固定的，指向双白矮星系统 RX J0806.3+1527，其特殊性在于该系统是目前
已知的周期最短的双白矮星系统，此外，该系统的黄纬仅为 −4.7◦，因此天琴的轨

道平面与黄道面几乎垂直。这导致轨道平面指向与太阳光方向夹角较小时，探测器

热负荷加重，为避免太阳光过于影响探测器的性能，天琴预计采用三个月工作，三

个月待机的工作模式。天琴的计划运行时间是五年，因此实际有效观测时长为 2.5
年。上述构型也被称为 TianQin I，这是由于为了避免间断观测带来的损失，天琴
还将计划第二组星座构型，即 TianQin II，该构型的轨道平面与 TianQin I 轨道平
面垂直，以便双星座交替观测，实现全年不间断观测的效果。

Laser Interferometry Space Antenna (LISA) 也是等边三角形构型的空间激光
干涉型引力波探测器[29]，也是最早被提出的空间引力波探测器。与天琴不同的是，

LISA 的三角形编队边长为 250 万公里，位于地球后方约 20◦ 的拉格朗日点附近

绕日飞行。此外，中国科学院提出的太极计划[30] 也采用与 LISA 类似的轨道（见
图1-3），但计划臂长为 300 万公里。

图 1-3 天琴 (TianQin)、LISA 和太极 (Taiji) 的探测器轨道位置示意图[31]，图中探
测器和星球的尺寸非真实尺寸，仅做演示使用。
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1.2 恒星级双黑洞的研究现状

上文提到，LIGO 在 2015 年首次探测到引力波信号，该信号由两个恒星级黑
洞并合产生。在此之后，恒星级双黑洞的探测主要来自地面引力波探测，LIGO 等
探测器的成功运行促进了恒星级双黑洞演化理论的发展；另一方面，许多学者开始

讨论恒星级双黑洞的空间引力波探测；进一步地，考虑空间探测和地面探测各自的

优势，近年来也出现了一些基于二者结合的多波段引力波探测的讨论，并相应地指

出其可以对天文学与物理学带来的潜在贡献。

而在此之前，恒星级黑洞的研究主要依赖电磁波进行间接观测，即黑洞的强引

力对其周围物质的吸积与加速和伴星运动轨迹的影响，可以产生电磁波信号。一种

典型的观测手段就是基于 X射线双星的观测，密近双星在演化过程中，先演化成致
密星的子星会对伴星进行吸积，致密星表面引力越强，被吸积物质的引力势能就越

多，物质下落就会转化出更多的热能，吸积盘温度就越高，对应光子能量越高。因

此像中子星和黑洞这样的子星可以发出 X 射线波段的辐射，特别是黑洞还可以有
更高能的辐射，通过确认高能辐射区域的尺度是否为黑洞尺度，可以间接地确认该

天体是否为黑洞[32]，最早被认为是黑洞的 X 射线源是著名的天鹅座 X-1[33, 34]。

1.2.1 地面引力波探测

LIGO/Virgo 的观测采用的是分阶段的观测周期 (Observing Run) 模式。截至
目前，已经完成了 O1、O2 和分为 O3a 与 O3b 两个部分的 O3 三个阶段，而第四
阶段 O4 则正在进行中2。探测到的事件根据不同筛选处理流程被整理入多个源表，

如 LIGO/Virgo合作组官方的 GWTC系列[35–38] 和基于公开数据再分析的 OGC系
列[39–42]。具体在前三个阶段中，共探测到 90余起引力波事件，而其中大部分都来源
于恒星级双黑洞系统。恒星级双黑洞也因此成为物理与天文领域重要的研究对象：

其探测不仅可以揭示双黑洞自身的物理特性，也可以用于分析其族群性质[43–46]。

地面引力波探测器的信号探测方法主要可以分为两大类：模型依赖型和非模型

依赖型。最早投入使用的流水线是针对引力波暴的 Coherent WaveBurst (cWB)，这
是一种非模型依赖型的探测方法[47, 48]。随后，Cannon 等人开发了支持低延迟搜索
的 GstLAL[49, 50]，而 Usman 等人构建了 PyCBC 探测流水线，其低延迟搜索版本
称为 PyCBC Live[51, 52]，这两种流水线都依赖于波形模板进行匹配滤波搜索。另一

方面，对于已知引力波信号的参数测量，则多基于贝叶斯推断的方法，我们将在后

面的章节详细介绍。

2https://gracedb.ligo.org/superevents/public/O4/
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从前恒星级黑洞的研究主要依赖于电磁波的间接观测，X 射线观测到的黑洞，
其质量通常大于 5M⊙，中子星的临界质量约为 3M⊙，这就导致黑洞的质量范围

仿佛出现了质量间隙 (mass gap)——而 LIGO/Virgo 的观测到的两起引力波事
件，GW190425 和 GW190814，对电磁观测给出的该质量间隙提出了挑战。对于
GW190425，在 90% 的置信区间下其双星质量范围是 1.12 − 2.52M⊙，其源坐标系

下的总质量为 3.4+0.3
−0.1M⊙，而目前的研究并不能够排除其为黑洞的可能性

[53]；对于

GW190814，这是由 23M⊙ 的黑洞和 2.6M⊙ 的致密星并合产生的信号，是目前为止

用引力波手段测量到的质量比最悬殊的系统，此外，该次级质量落在了质量间隙范

围，可能是中子星也可能是黑洞[54]。

上述质量间隙又被称为低质量间隙。恒星坍缩模型理论预言，随着前身星质量

增加，其演化过程会经历生对不稳定超新星 (pair-instability supernova, PISN) 过
程[55]，对于零龄主序质量大于 50M⊙ 的恒星，PISN 过程将导致全部的质量损失，
只有前身星质量足够大，才会因为光致蜕变效应抑制 PISN 过程，产生质量较大的
黑洞，因此把 50− 130M⊙ 称为黑洞的高质量间隙

[56]。而另一方面，中等质量黑洞

通常指质量介于 102 − 105M⊙ 之间的黑洞，被视为恒星级黑洞与超大质量黑洞之

间的重要桥梁，其探测对于揭示黑洞形成机制和星系演化具有重大科学意义[57]。然

而，长期以来黑洞的观测结果均符合高质量间隙的限制[58]，一直未能确认高质量间

隙内黑洞的存在，直到 GW190521 的发现打破了这一局面——该事件为两个质量
分别为 85M⊙ 和 66M⊙ 的黑洞并合，不仅组分质量均落在高质量间隙中，而且并合

形成的黑洞质量超过 100M⊙，是人类首次明确探测到的中等质量黑洞
[59]。

引力波的观测结果还促进了多信使天文学的发展。当前已知宇宙中有四种信

使——电磁波、引力波、中微子和宇宙射线，多信使观测意味着人们可以从不同角

度的信息理解同一个天体事件。GW170817 是 LIGO/Virgo 观测到 NGC4993 的中
子星并合产生的长达 100 秒的引力波信号[60]。在该信号被接收的约 1.7 秒后，由
Fermi 空间望远镜和 INTEGRAL 观测到伽马射线爆发 GRB170817A，随后由哈勃
太空望远镜、Swift、钱德拉 X 射线天文台和甚大阵列 VLA 等补充了该事件不同
电磁波段的探测结果，最终该事件共被 7 大洲加上太空的 70 多个观测站所观测到，
是首次观测到有电磁辐射对应的引力波事件[61]。虽然双黑洞预期并不会产生电磁

信号，但上文提到，如果考虑黑洞与周围物质相互作用，则会间接产生电磁辐射。

值得一提的是，已有研究探讨了 GW150914、GW190521 等事件可能存在电磁对应
体的情形，尽管目前尚缺乏确凿证据[62, 63]。

特别地，也有一些研究对于偏心率参数专门做了讨论。由于引力波的圆化效应，

地面探测器在进行搜索时一般采用准圆轨道的波形进行搜索。随后，LIGO/Virgo
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团队通过使用带偏心率的波形重新进行数据搜索，但仍未搜寻到新的高显著度引力

波信号[64, 65]；吴仕超等人通过用带偏心率的波形重新计算 GWTC-1[35] 中的 10 个
双黑洞事件的偏心率，发现这些源的偏心率上限基本都很低，而上限高于 0.1 的有
GW151226、GW170608和 GW170729，但不能排除这样的估计结果是因为忽略了其
自旋效应或信噪比较低导致[66]；而 Romero-Shaw 等人则利用含自旋的偏心率波形，
同样计算 GWTC-1中事件的偏心率，发现参考频率为 10Hz情况下，所有事件均符
合零偏心率的假设，其偏心率上限在 90% 置信区间情况下从 0.02 到 0.05 不等[67]；

值得一提的是，对于 GW190521，有系列研究指出该源很可能带有较高的偏心率
(e ∼ 0.7)，因而该双黑洞系统更偏向于动力学俘获起源[68–70]。继 GW190521事件以
后，也陆续出现了三个事件被认为可能含有偏心率 e10Hz ≥ 0.1[71, 72]。Ramos-Buades
等人对地面探测器的引力波探测手段进行了相关研究，该研究指出对于 > 20M⊙

的高啁啾质量和低偏心率 (e30Hz < 0.3) 的源，PyCBC 的匹配滤波搜索效果要比
cWB 好，反之则是非模型依赖的 cWB 效果更好[73]；Favata 等人指出对于地面探
测器，降低探测频段的低频极限是改善对偏心率参数的测量的关键设计因素，并根

据啁啾质量和偏心率的简并关系提出了可以用离心啁啾质量参数作为实际测量参

数[74]。此外，Lenon 等人通过对带偏心率的双中子星探测的讨论，指出对于下一代
地面探测器，由于探测精度的提高，仍然使用准圆轨道的模板进行匹配滤波搜索

在 e7Hz ≳ 10−3 将会带来不可忽视的系统误差，因此未来的引力波探测，偏心率将

是不可忽略的物理参数[75]。引入偏心率不仅可以打破参数简并，提高源的精度测

量[76, 77]，还使得对广义相对论的检验更具可信度[78, 79]。

然而，仅凭地面探测器捕捉恒星级双黑洞信号存在局限。由于地面探测器侧重

高频段，仅能记录并合前后几秒内的信号，而受引力波圆化效应影响，此时轨道偏

心率几乎消失，导致早期物理特征丢失，从而增加了研究双黑洞演化的难度。同时，

仅在并合阶段检测到信号，难以实现早期预警，也不利于后续的多信使联合探测。

因此，需要借助空间探测器来填补低频段引力波探测的空缺。

1.2.2 空间引力波探测

恒星级双黑洞系统还在旋近阶段时，离并合时间越远，其辐射的引力波频率越

低，并合前几年的信号均会落在空间探测器的频率范围内。这不仅为引力波事件的

早期预警提供了可能，同时保留了双黑洞早期演化的重要信息，因此对其探测具有

重要的科学意义。鉴于空间探测器尚处于规划和建设阶段，目前暂无实际的探测数

据和参数估计结果，但大量工作表明，空间探测器对恒星级双黑洞的测量也将预期

加深我们对双黑洞本身及基础物理领域的理解。
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刘帅等人对于天琴及其与 LISA 的联合观测的情况，评估了其预期对恒星级双
黑洞的探测能力[80]。该研究指出，在不同黑洞质量分布模型下天琴可观测的信噪比

(signal-to-noise ratio, SNR) 大于 8 的源约为几个到十几个，若考虑天琴和 LISA 联
合观测，则探测数可以增加到几十个。并且天琴对于并合时间的估计精度可以达到

1s，空间定位精度可以达到 0.1deg2，由此说明天琴将有能力为地面引力波探测器提
供相对准确的时空预警，且天琴的精度估计小到足以对源的宿主星系做出限制，这

对后续的多信使观测也极为有利。值得一提的是，天琴对质量参数的相对测量精度

可达 10−7，对偏心率的相对测量精度可达 10−4，这使得天琴对于促进区分恒星级

双黑洞形成机制成为可能。Nishizawa 等人也指出，即使引力波频率 0.01Hz 处偏心
率 e0.01 ∼ 10−3，LISA 依然可以保证在五年观测时长情况下有 90% 的源可以与无
偏心率情况区分开[81, 82]。也有研究指出，高偏心率系统波形振幅在低频处远小于准

圆轨道系统振幅，在毫赫兹频段的高偏心率系统可能会被 LISA 或太极这样的探测
器错过，因此类似天琴和 DECIGO 这种在分赫兹 (Deci-Hertz) 处灵敏度更高的探
测器将更有机会探测这类系统[83]。此外，在分赫兹频段引力波探测中引入偏心率参

数，可以进一步提高源距离参数的测量精度，从而有助于“暗汽笛”(dark siren) 的
构建，推动宇宙学参数的精确测定[84]。

对于类 GW190521 的源还有很多进一步的讨论。Toubiana 等人指出可以通过
LISA 来探测这样的源的环境效应[85]；而 Holgado 等人指出，如果这样的源偏心率
接近零，LISA将可以探测到其旋近信号[86]；如果预期有较大的偏心率，这样的引力

波信号则会错过 LISA 的频段[68]；类似地，对于天琴，刘帅等人指出，即便信噪比

阈值从 8提高至 12，天琴将依旧可以观测到这样的源，并给出高偏心率精度 (10−4)

和时空定位精度 (1s, 0.1deg2)，进而可以对哈勃常数做出限制[87]。

在利用贝叶斯推断方法来对空间探测器中信号做测量方面，Cornish和 Crowder
在 2005 年通过测量 LISA 中的大质量双黑洞进行了首次尝试，并验证了该方法的
有效性[88]。在恒星级双黑洞方面，由于所处频段不同，不能像在处理大质量双黑洞

时使用低频近似，即 Michelson 响应函数，因此 Marsat 和 Toubiana 等人在做参
数估计时使用了时间延迟干涉 (time delay interferometry, TDI) 响应，我们将在后
面具体介绍这一技术。参数估计结果显示，LISA 对于恒星级双黑洞啁啾质量的限
制，其相对误差可以小于 10−4，而空间定位能力可低于 0.4deg2[89, 90]。Buscicchio
等人则在无噪声假设下，实现了对 LISA 数据挑战 (LISA Data Challenge, LDC)[91]

中 22 个恒星级双黑洞信号源的辨识，并对于信噪比 15 的源实现了小偏心率的辨
识 (e10mHz ∼ 3× 10−3)[92]。此外，吕翔宇等人探究了天琴及天琴与 LISA 联合探测
时对恒星级双黑洞的测量能力，并指出联合探测的测量精度相比二者各自单独的测
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量精度都有显著提升[93]。

空间引力波探测器虽然弥补了地面探测器的许多局限性，但在探测恒星级双黑

洞方面仍然面临一定的挑战。在地面引力波探测中，恒星级双黑洞信号通常通过匹

配滤波方法进行探测。匹配滤波方法需要构建一套波形模板库，确保参数空间内的

任何信号都能找到足够相似的模板进行匹配，后续章节将详细描述这一方法。然而

由于信号持续时间较长，空间探测器需要一个模板数高达 NT ≳ 1035 的庞大波形模

板库以充分覆盖参数空间[94]——对比地面探测器情况下只需 ≲ 4 × 105 个模板[95]，

过多的模板需求大幅加重了计算负担。此外，模板过多还会提升探测器的信噪比阈

值，从而显著降低预期的探测数量。例如对于 LIGO/Virgo 信噪比阈值被设置为 8
[96]，而同样的源对于空间探测器则预计需要达到 ∼ 15 [94]。更令人担忧的是，相比

地面探测器能够以高信噪比探测并合前后的信号，空间探测器在探测恒星级双黑洞

低频旋近信号时，难以积累足够高的信噪比。此外，由于数据长度通常以年为量级，

且其天线响应函数随时间变化，空间探测器在处理恒星级双黑洞数据时面临极大的

计算挑战。

针对以上问题，近几年人们做出了一些方向上的尝试。Digman 等人讨论了使
用以小波为基础的似然函数进行贝叶斯推断，从而相比标准频域方法计算速度加快

几个数量级，并使得处理非稳态噪声成为了可能[97]。Bandopadhyay 和 Moore 提
出引入半相干搜索和粒子群方法来解决空间探测在计算资源上的问题，并在使用

GPU 加速以后速度有进一步提升，且有能力探测低偏心率的源[98, 99]。付瑶等人通

过参数分区搜索以及半相干 F 统计的方法，同样结合粒子群和 GPU 加速，实现了
含噪声假设下的高效搜索，并在信噪比约 11 到 14 时仍可以给出高精度参数估计，
例如低偏心率情况下相对误差可以达到 1%[100]。此外，张雪婷等人实现了机器学习

方法对恒星级双黑洞的空间引力波探测[101]。但以上的研究都需要信号本身较高的

信噪比，而这对于空间探测器里的恒星级双黑洞要求并不低。因此如何更好地实现

对恒星级双黑洞系统的空间引力波探测与测量，既能考虑到偏心率的影响，又能考

虑噪声，兼顾计算成本以及信噪比阈值的选取，仍然是一个亟待解决的问题。

1.2.3 多波段联合探测

预计到 2035 年前后，下一代地面引力波探测器（ET、CE）的运行期将与空间
引力波探测计划的观测窗口重叠，并可显著提升对恒星级双黑洞的信噪比，这使得

引力波的多波段联合探测成为了可能。多波段探测旨在将不同波段的探测优势加以

互补，可以多角度分析同一天体事件，并相互印证。

在 2016年，Sesana首次提出了利用多波段方法探测恒星级双黑洞的设想[102, 103]，
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并指出 LISA 能够实现大约 (< 10s, < 1deg2) 的时间和空间定位精度，从而为后续
的地面和电磁观测提供较为可靠的预警。随后，Vitale 等人提出，由于空间探测器
能够实现更长时间的观测，其在测量波形轨道相位上具有更高精度，结合地面观测

数据，有助于对广义相对论进行更严格的检验[104]。此外，Klein 等人指出，对部分
恒星级双黑洞事件进行多波段观测，预期能够对全部 17 个参数实现百分比级的相
对测量精度，这不仅可能有助于确定事件的宿主星系，还能使空间探测器提前预知

并合时刻[105]。特别地，Tso 等人认为，多波段探测引力波由于能够预测并合时刻，
因而可以通过窄带调节提高次级铃宕谐频的探测灵敏度，从而更有利于黑洞光谱学

的测量和对广义相对论的检验[106]。

Wong 等人首次引入了档案搜索 (archival search) 的概念，即借助地面探测
器捕获的引力波事件，在空间探测器数据中进行有针对性的回溯搜索，从而大幅

降低探测所需的信噪比阈值并提升探测事件数量[107]。Moore 等人进一步讨论指出，
地面探测器适用的恒星级双黑洞信噪比阈值并不一定适用于空间探测器，并估算了

在全空间搜索和档案搜索两种条件下，空间引力波探测器所需波形模板的数量[94]。

最后，Ewing 等人展开讨论了基于 LISA 的档案搜索，指出利用下一代地面探测器
网络可以获得极高的参数估计精度，可以利用这些测量结果将空间探测中的匹配滤

波参数空间缩减至仅剩啁啾质量这一维度，使模板库规模锐降至 ≲ 105，且信噪比

阈值降低至 4.3− 5.7，远低于之前研究中提出的 14 和 8 的信噪比阈值要求[108]。

1.3 研究目标

通过上一节的讨论，可以知道，恒星级双黑洞作为一种多波段的引力波源，可

以考虑通过多波段联合探测，以兼顾地面与空间探测器各自的优势。而下一代地面

引力波探测器与空间引力波探测计划运行时间相贴合，为引力波的多波段联合探测

提供条件。特别地，通过基于地面探测器的档案搜索，可以帮助空间探测器缩小参

数空间，减少计算资源。目前已有系列工作对空间引力波探测器在多波段探测下的

角色做了充分讨论[94, 102, 103, 107, 108]，特别是针对 LISA 的档案搜索做了讨论，指出
对于下一代地面探测器网络，其探测结果对于大部分参数来说估计精度都非常高，

可通过下一代地面探测器网络的结果，将空间探测的匹配滤波参数空间范围限制到

只有啁啾质量。

而另一方面，此前的研究多聚焦于理论方案的讨论，尚未形成完整的端到端的

数据处理流水线。同样，对于空间探测器下偏心率参数的探测，也多局限于初步的

精度评估。因此在前人的讨论基础上，数据处理流水线的实现不仅有很高的可行性，
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图 1-4 档案搜索数据处理流水线示意图。图中引力波波形、时间区间和频率区间仅
做演示。

同时也具有实际的科学意义——本课题旨在针对未来的地面引力波探测事件，搭建

首个涵盖了“数据模拟-信号探测-信号测量”全过程的空间引力波档案搜索流水线
（如图1-4）。并且我们将首次在档案搜索中考虑偏心率这一关键参数，进而利用基于
该流水线的模拟，给出空间引力波探测预期对恒星级双黑洞形成机制的限制能力。

具体地，本课题的主要内容可分为：

• 评估下一代地面引力波探测可以将参数空间缩减的程度；
• 将实际使用的波形加入空间探测器天线响应，以保持后续的探测过程对空间
探测器的合理性；

• 完成适用于不同空间探测器的引力波数据模拟软件；
• 基于已有的模拟软件，实现适用于档案搜索的波形模板库生成程序；
• 在缩减后的参数空间上加入额外的物理参数（本课题主要考虑偏心率），生成
对应的波形模板库；

• 分析在档案搜索条件下模板库考虑额外参数（偏心率）的必要性；
• 完成数据处理流水线的探测部分，检验其实际探测能力并估计信噪比阈值；
• 通过贝叶斯推断的方法，评估下一代地面探测器的探测能力，并以此作为档
案搜索信号测量部分的先验信息；

• 通过贝叶斯推断的方法，完成数据处理流水线的测量部分；
• 针对已有的流水线给出进一步优化，通过合理的解决方案避免进行贝叶斯推
断时使用大量计算资源。
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1.4 论文结构与章节安排

本论文共分为七章，每章具体内容安排如下：

第一章概述了本课题的背景、现状与目标。首先介绍了恒星级双黑洞及其形成

机制，指出其为多波段引力波源，接着回顾了引力波探测历程及典型的引力波探测

器。随后通过地面、空间和联合探测三部分论述了恒星级双黑洞的研究进展。最后

明确了本课题的研究目标与内容。

第二章将系统阐述如何生成恒星级双黑洞的引力波波形。首先，我们将通过平

面引力波的推导引入引力波的基本概念，并介绍恒星级双黑洞引力波的性质。随后，

整理前人提出的各类模型，讨论偏心率与恒星级双黑洞形成机制的关系。最后，结

合引力波波形和各类引力波探测器的天线响应函数两方面，详细介绍波形的构建。

第三章将着重介绍引力波的数据处理方法。首先，我们将介绍所需的各类引力

波探测器的噪声模型。随后，我们将讨论引力波的探测方法，展开讲解如何通过匹

配滤波的方法来探测恒星级双黑洞，以及匹配滤波波形模板库的构建。最后，我们

将介绍如何测量一个引力波信号的各项参数，即对引力波信号做参数估计。除了

Fisher 信息矩阵以外，我们会具体阐述如何通过贝叶斯推断来估计参数，以及在此
基础上介绍似然函数的构建和不同的随机采样算法。

在第四章，由于空间引力波探测项目尚未正式运行，我们将首先进行空间引力

波信号的模拟。首先，由于已有的天线响应函数不适用于含有偏心率的信号，我们

将展开论述当偏心率谐频存在时，天线响应函数在计算时所需的修正。随后，我们

将介绍本课题设计的多任务空间引力波数据模拟软件 GWSpace。最后，我们将基于
该软件简要讨论恒星级双黑洞信噪比和空间方位的关系。

在第五章，我们将在已有的数据模拟软件基础上，开始进行恒星级双黑洞的档

案搜索。具体地，我们将首先估算未来地面探测器网络的探测能力，以确定空间探

测的参数范围。然后我们将通过增改已有的地面探测器模板库生成软件，实现其对

空间探测器的支持，从而得到空间探测器所需的模板库。最后通过模板库的生成结

果进行相应的检验，以及针对信噪比阈值等更多方面给出进一步的讨论。

在第六章，我们针对未来的档案搜索场景，对档案搜索事件进行参数估计。首

先，我们将采用贝叶斯推断的方法进行未来地面探测器网络下的参数估计。随后我

们使用该结果作为空间探测器参数估计时的先验信息，结合其他物理参数的设置，

进行空间探测器下的参数测量。最后我们将针对测量结果以及参数估计时的加速方

法给出进一步讨论。

第七章将简要总结本课题的内容与结论，并给出针对未来工作的展望。
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第 2 章 恒星级双黑洞的引力波

在开始进行数据处理之前，我们需要了解恒星级双黑洞的引力波及其基本性

质。特别地，根据上一章的调研，我们还需要深入探究恒星级双黑洞系统的偏心率

参数及其与系统形成机制的联系。最后，我们将详细讨论怎样对恒星级双黑洞的引

力波信号进行建模。

2.1 双星系统的引力波

平面引力波 在介绍双星系统引力波之前，首先需要借助平面引力波的推导介

绍一些引力理论的基本概念。在弱场近似下，引力场的度规可以表示为：

gµν = ηµν + hµν , |hµν | ≪ 1, (2-1)

即由平直时空背景的Minkowski度规 ηµν = diag(−1,+1,+1,+1)和微扰项 hµν 叠加

组成。线性近似下，推导过程中只保留 hµν 的线性项，则有线性近似下的 Christoffel
符号

Γαµν =
1

2
gαλ (gνλ,µ + gλµ,ν − gµν,λ)

=
1

2

(
hαν,µ + hαµ,ν − h,αµν

)
,

(2-2)

以及由 Riemann 张量缩并而来的 Ricci 张量

Rµν ≡ gασRαµσν = Rσ
µσν

= Γσµν,σ − Γσµσ,ν + ΓσρσΓ
ρ
µν − ΓσρνΓ

ρ
µσ

≈ Γσµν,σ − Γσµσ,ν

=
1

2

(
hσµ,ν,σ + hσν,µ,σ − h,σµν,σ − h,µ,ν

)
,

(2-3)

方便起见，这里定义了 hµν 的迹 h ≡ ηµνhµν（弱场近似使用平直时空背景进行张量

指标升降）。此外，可以定义 h̄µν ≡ hµν − 1
2
ηµνh, 代入 Einstein 场方程 1

Rµν −
1

2
gµνR = 8πTµν , (2-4)

1在整篇论文中，如无特别标明，公式均采用自然单位制，即 G = c = 1。
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有

h̄,σµν,σ + ηµν h̄
,σ,α
σα − h̄,σµσ,ν + h̄,σνσ,µ = −16πTµν . (2-5)

考虑谐和坐标条件

Γλ ≡ gµνΓλµν = 0, (2-6)

线性化后有

h̄,σµσ = 0. (2-7)

那么场方程由此可以简化为

h̄,σµν,σ ≡ □h̄µν = −16πTµν . (2-8)

这就是谐和坐标下的线性化的引力场方程，□ ≡ ηαβ∂α∂β 是 d’Alembert 算符，
式(2-7)也叫引力势的 Lorentz 规范条件。
可以看到，式(2-8)形式上就是平直时空下的波动方程——和电磁场类似，引力

场也存在波动解，而引力波的速度就是光速 c。考虑引力波在真空中传播的情形，

能量动量张量 Tµν = 0，则有

h̄,σµν,σ = 0. (2-9)

考虑沿 z 方向传播的平面波，则引力波的解可以写成

h̄µν = Aµν exp(ikµxµ). (2-10)

然而，hµν 是一个对称的 4 × 4 矩阵，因此初看有 10 个独立分量，而式(2-9)只
能提供 4 个约束条件。不过需要注意的是，由于 Einstein 场方程具有坐标不变性
(diffeomorphism invariance)，可以做一个微扰坐标变换

xµ → xµ + ξµ, (2-11)

弱场极限下有

hµν → hµν − ξµ,ν − ξν,µ, (2-12)

其中 ξµ 是任意与 hµν 同级的小量，因此可以通过适当选取 ξµ 来消除 hµν 的 4 个
自由度。

由此可知，hµν 真正具有传播性质的自由度只有两个。为了更直观地体现这一

点，通常选取横向无迹规范 (transverse-traceless gauge, TT gauge)：
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1) 时间分量归零，只保留空间分量：h0µ = 0

2) 横向条件：hij,i = 0

3) 无迹条件：h = 0，即 h̄µν = hµν

选取引力波传播方向为 z 方向，则 hµν 在 TT 规范下的具体形式可以写为

hTT
µν =


0 0 0 0

0 h+ h× 0

0 h× h+ 0

0 0 0 0

 , (2-13)

其中 h+ 和 h× 被称为加模和叉模，是引力波的两种极化模式。具体可以展开写为

h+(t, x) = A+ exp[−iω(t− z)], h×(t, x) = A× exp[−iω(t− z)]. (2-14)

至此，我们简单介绍了引力波理论的基本架构，接下来我们将开始着眼于更实

际的物理场景，考虑双星系统辐射的引力波及其性质。

双黑洞的引力波 前面我们提到，双黑洞的演化过程可以分为旋近、并合和铃

宕三个阶段。对于本课题考虑恒星级双黑洞系统，其在空间探测器灵敏频段内时处

于旋近阶段，因此我们将针对最低阶近似下的双星引力波旋近阶段展开讨论。

回到式(2-8)，它的解有以下形式

h̄µν(t, x) = 4

∫
Tµν(tr, x′)

|x − x′|
d3x′, (2-15)

其中推迟时间 tr = t− |x− x′|，x 和 x′ 为观测者和源的位置。考虑源在观测点的远

处，即距离 D 远大于源的尺度，则

1

|x − x′|
≈ 1

D
, tr = t− |x − x′| ≈ t−D + n · x′. (2-16)

那么可以对 Tµν 做关于 tr 的 Taylor 展开，考虑非相对论近似，则引力波源能量动
量张量的分量主要集中在 T00 = ρ 上。首先以能量密度 ρ 定义质量四极矩：

I ij(t) =

∫
d3x′ ρ(t, x′) x′ix′j. (2-17)
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利用能量守恒关系 T µν,µ = 0，可以证明∫
d3xTij(t, x) =

1

2

d2

dt2
I ij(t). (2-18)

则空间分量

h̄ij(t, x) ≈
2

D
Ï ij(t−D), (2-19)

其中 Ï ij 表示对时间的二阶导数。

对于双黑洞系统，可以考虑两个绕整体质心运动的质点，其轨道角动量方向为

z 方向，代入系统的质量四极矩到式(2-19)，并应用 TT 规范，可得双黑洞引力波
的基本形式

hTT
ij = −4µr2ω2

D


cos 2φ sin 2φ 0

sin 2φ − cos 2φ 0

0 0 0

 , (2-20)

其中 µ = m1m2/M 为约化质量，M = m1 + m2 为总质量，均由双黑洞质量

m1,m2 (m1 > m2) 给出，ω 为双星绕转的角速度，r 为双星之间的距离。

接下来我们推导准圆 (quasi-circular) 轨道下, 双星引力波的频率随着演化时间
的关系。首先 Kepler 定律给出

ω =

√
M

r3
, (2-21)

牛顿近似下，双星系统的总结合能可以写为

E = −1

2

µM

r
. (2-22)

那么双星角速度的变化速率可以展开为

dω

dt
=
dω

dE

dE

dt
, (2-23)

其中 dE/dt 就是双星能量损失速率，弱场近似下写为

dE

dt
= − G

5c5

〈 ...
I ij

...
I
ij
〉
, (2-24)

这里使用国际单位制以展示对应的量纲。把双星系统的情形代入公式中，可得

dE

dt
= −32

5
µ2r4ω6, (2-25)

- 16 -



第 2 章 恒星级双黑洞的引力波

考虑双星引力波频率和轨道频率的关系 f = ω/π，再将以上推导代入式(2-23)可得

df

dt
=

96

5
π8/3M5/3f 11/3, (2-26)

这里M = η3/5M 是啁啾质量，η = m1m2/M
2 为对称质量比，对该式积分后可得

f = (5/256)3/8
1

π
M−5/8 (tc − t)−3/8 , (2-27)

其中 tc 为双黑洞并合时间。可以看出，随着时间逐渐接近并合时刻，引力波的频率

将会不断升高，如果将这样的频率变化与声音频率相对应，将会得到一个明显的音

调升高，因此这样的引力波信号也被称作啁啾信号。

比起并合和铃宕，双黑洞系统绝大部分时间都处在旋近阶段，因此旋近阶段的

探测可以在时间尺度上大量积累以提供系统的物理信息。而当演化时间逐渐接近并

合时间时，式(2-27)就不再适用了，因此需要选取一个典型的分界线区分旋近与并
合阶段，一般选取的是双黑洞间距离达到最内稳定圆轨道 (ISCO) 的时刻，其对应
的引力波频率为 fISCO = 1/(63/2πM)。

2.2 恒星级双黑洞的偏心率

在上一节中，我们在最低阶近似下推导得出了准圆轨道下引力波频率随演化时

间变化的关系。然而，实际上许多恒星级双黑洞系统的轨道存在显著的偏心率，这

不仅影响了引力波的辐射特性，同时也是理解系统形成机制和所处天体环境所需的

重要参数。

首先，在弱场近似和牛顿动力学框架下，含偏心率的双星系统对椭圆轨道进行

周期平均后，其引力波辐射功率可写为[109]

〈
dE

dt

〉
= −32

5

m2
1m

2
2(m1 +m2)

a5 (1− e2)7/2

(
1 +

73

24
e2 +

37

96
e4
)
, (2-28)

其中 a 为椭圆轨道的半长轴。通过与式(2-25)对比可以发现，含偏心率的轨道相比
于圆轨道的能量损失率多出一个关于偏心率 e 的因子

g(e) =
(
1− e2

)−7/2
(
1 +

73

24
e2 +

37

96
e4
)
. (2-29)

可以看出，轨道偏心率越高，引力波辐射效率也越显著。进一步地，通过能量和角
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动量的守恒，可以推导出半长轴和偏心率的关系满足以下微分方程[110]

〈
da

de

〉
=

12

19

a

e

(
1 + 73

24
e2 + 37

96
e4
)

(1− e2)
(
1 + 121

304
e2
) . (2-30)

这一公式表明，随着双星系统不断通过引力波辐射损失能量，轨道逐渐收缩的同时，

偏心率也会逐步减小，这正是在前文中提到的圆化效应。对上述微分方程积分后可

得

a(e) = C0
e12/19

1− e2

[
1 +

121

304
e2
]870/2299

, (2-31)

其中 C0 是与初始条件有关的常数。考虑到 Kepler 定律中轨道频率与半长轴的关
系，即 f ∝ a−3/2，则通过定义一个参考频率 f∗ 及其对应的偏心率 e∗，可以把频率

和偏心率之间的关系写为

f

f∗
=

[
1− e2∗
1− e2

(
e

e∗

)12/19(1 + 121
304
e2

1 + 121
304
e2∗

)870/2299
]−3/2

. (2-32)

显然，该比值关系同样适用于引力波频率的计算。

上述推导不仅阐明了引力波辐射过程中轨道参数的演化规律，也为进一步研究

偏心率与双黑洞系统形成机制之间的内在联系奠定了基础。前文中，我们指出恒星

级双黑洞的形成主要依赖于协同演化和动力学俘获两种机制，并认为其轨道偏心率

可作为区分不同形成途径的潜在探针。事实上，现有研究已提出了多种更为具体的

演化模型，各自对应的参数分布也存在显著差异[111]。接下来，我们将展开探讨偏

心率与双黑洞系统形成机制之间的关联。如图2-1，我们整理了不同模型下预期观
测到的恒星级双黑洞轨道偏心率的分布情况：

双星孤立地共同演化 (In field) 时，引力波频率 0.01Hz 对应的偏心率大小约
为 e0.01 ≲ 10−3[112, 113]；而通过在球状星团中动力学演化形成的双黑洞，如果在并

合时已经被抛出到星团外 (Outside cluster)，则偏心率分布与孤立演化的情况相似
(e0.01 ≲ 10−2)[113, 114]；继续在球状星团内部演化直到并合 (Inside cluster) 的系统则
会保留更高的偏心率 (e0.01 ≳ 10−2)[115]；对于在更加复杂的天体物理环境中的双黑

洞，例如在活动星系核 (Active Galactic Nuclei, AGN) 内或涉及三体系统情形的双
黑洞，这些系统可以有非常极端的轨道偏心率 (e0.01 ∼ 1)[3, 4, 116–118]。

由此可见，不同演化途径的恒星级双黑洞系统，其轨道偏心率有较为显著的区

分度。然而即便是考虑下一代地面探测器，其可以探测的最小偏心率仍然在 e1Hz ∼
10−2 的量级（如图2-1）。与不同形成机制下预期的偏心率分布范围相比，这样的
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下限难以区分所有类型。这主要是因为考虑式(2-32)，若仅保留最低阶的线性项
并以初始频率作为参考频率，则偏心率与引力波频率之间的关系可以近似为 e ∼
ei(f/fi)

−19/18。那么假设恒星级双黑洞进入地面探测器的频段 (f ≳ 1Hz) 时偏心率
为 10−3，则该系统在 fi ∼ 0.01Hz 的演化早期可能会有明显较高的偏心率 ei ∼ 0.1。

这一现象正是地面探测器在其灵敏频段内难以高精度限制系统偏心率的主要原因。

相较之下，0.01Hz附近正处于空间探测器的灵敏频段。空间探测器有能力探测
e0.01 ≳ 10−3 的恒星级双黑洞[80, 81]，这个数值要远远低于当前乃至下一代地面探测

器的偏心率探测下限。因此，空间探测器可以为偏心率的高精度测量提供新的机遇，

并显著提升了区分不同形成机制双黑洞系统的能力。基于这一优势，本课题将以偏

心率作为主要研究参数，此外，我们还将在后续章节中对图2-1给出进一步的讨论。

5 4 3 2 1 0
log10 e (at 0.01Hz)

Breivik2016_a
Breivik2016_b
Rodriguez2018_a
Kowalska2011
Breivik2016_c
Zevin2019_a
Samsing2018_a
Rodriguez2016
Rodriguez2018_b
Samsing2018_b
Zevin2019_b
Rodriguez2018_c
Antonini2012
Samsing2022_a
Antonini2017
Rodriguez2018_d
Zevin2019_c
Samsing2022_b3-body interaction / In AGN

Inside cluster

Outside cluster

In field Advanced LIGO + Virgo
Cosmic Explorer ×2
Einstein Telescope ×2

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1    0
log10 e (at 1Hz)

图 2-1 不同模型下恒星级双黑洞轨道偏心率的分布情况，黑色点和误差棒分别对应
该模型给出的偏心率分布的中位数和 50% 置信区间[3, 4, 112–117, 119]。实心竖线代表
不同引力波探测器可探测的最小偏心率[120]。图中所有的偏心率大小均统一转换成
在引力波频率 0.01Hz（下轴）或 1Hz 时（上轴）对应的偏心率（见式(2-32)），注意
这种偏心率的转换仅供参考，特别是高偏心率类型的一些系统形成时引力波频率就
已经高于 1Hz 了[4, 115]。
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2.3 引力波信号的建模

在简单介绍了引力波理论基础后，我们探讨了本课题重点关注的物理场景。接

下来，我们需要对含偏心率的引力波信号进行建模，而这个过程主要分为两部分。

一部分是对源坐标系下的引力波进行建模，目前领域内已发展出多种适合不同场景

的波形模型；另一部分是对于特定引力波探测器，其对不同方位引力波信号的响应

不同，因此必须给出相对应的天线响应函数。

2.3.1 引力波波形

上文提到，引力波探测一个主要的方法是匹配滤波，而引力波波形模板在其中

起着至关重要的作用。在实际探测中，根据不同使用场景，需要对计算速度与计算

精度作出不同的权衡，因而需要在多种波形中挑选合适的波形用于模拟或计算。

对于双黑洞系统，不同演化阶段的引力波信号描述方法不同。旋近阶段，双黑

洞的距离相对较远，因此这个阶段的引力波信号可以由 Einstein 场方程的后牛顿
(post-Newtonian, PN) 近似描述。而在并合阶段，这时候的信号不再适合后牛顿等
类型的解析近似，而是必须要利用数值相对论，即直接对引力场方程进行数值求

解。并合后的新黑洞将会经历铃宕阶段，这时的引力波振荡可以理解为对这个黑洞

的一种扰动。因此，该阶段的引力波可以由微扰理论得出，具体可以由一组准正则

模 (quasinormal mode, QNM) 的叠加给出，这是线性化微分方程的一种形式解，用
以描述随时间推移逐渐衰减的扰动。

此外，波形可以分为时间域和频率域两大类：时域的波形更符合直觉，因为实

际接收的信号就是随着时间推移不断积累的；而频域的波形在数据处理方面更为便

捷，后面会提到，匹配滤波涉及大量计算内积的操作，而该操作是在频域进行的。

根据波形计算方式，波形又可以分为解析波形和数值波形两种。前者一般是只

含旋近阶段的后牛顿近似波形，解析波形的优点在于有明确的波形公式，计算速度

快，适合大量高效使用波形的场景；而后者模拟整个旋近到并合再到铃宕的过程，

通过数值求解场方程给出引力波波形结果，计算速度慢但精度高，适合高精度信号

测量等场景。

不同的波形也有不同的适用范围。例如 TaylorF2 是一个准圆轨道下的频域解
析波形[121, 122]，其中包含了 3.5PN后牛顿展开近似（即包含速度比展开到 O((v/c)7)

的修正项），但该波形只支持自旋同轴，不含进动效应，即 χ1 = χ1,z, χ2 = χ2,z。即

便如此，该波形作为基础波形被广泛延伸，很多后续波形都是基于该波形构造的。

数值波形主要有 SXS[123] 和 Surrogate[124, 125] 等系列，此外还有半解析的波形如
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等效单体 (effective one body, EOB) 波形[126, 127] 和 IMRPhenom 波形[128–131] 等，

IMRPhenom 波形的旋近阶段仍依赖 PN 波形作为校准，例如首次同时考虑了自旋
和高阶模的 IMRPhenom 波形 IMRPhenomHM[132]，以及在此基础上进一步考虑了进

动效应的 IMRPhenomXPHM[133]。

特别地，本课题需要考虑偏心率参数，EccentricFD 是一个 3.5PN 的频域波
形[134, 135]，该波形在 TaylorF2 基础上加入了偏心率参数，但不考虑自旋，其初始
偏心率的有效范围可以达到 ei ≲ 0.4，和 Taylor*系列波形一同收录到了 LVK（即
LIGO、Virgo 和 KAGRA）算法库组件 LALSuite 中[136]；TaylorF2e 是另一个在
TaylorF2 基础上加入了偏心率参数的波形, 后牛顿展开到 3PN，同样不包含自旋
参数, 该波形可以支持偏心率高达 e ∼ 0.9 [137, 138]；此外，最近有带全自旋参数的含

偏心率的波形被开发出来，并被用于 LISA 的双黑洞探测[139, 140]。还有同时存在偏

心率和高阶模的波形也有了新的进展[141]。

2.3.2 引力波信号的天线响应

然而，直接基于上文提到的模型所生成的引力波波形，与我们预期从引力波探

测器中获得的信号波形并不完全相同。这是因为同一引力波探测器对于不同空间方

位的引力波源的探测能力是不同的，因此对应地需要给出与空间方位相关的天线响

应函数。本小节我们将给出地面探测器的响应函数，以及空间探测器的频域响应函

数，并针对空间探测器的 TDI 响应，相应地给出所需的探测器运行轨道的具体表
达形式。

2.3.2.1 地面探测

上文提到，在横向无迹规范下，广义相对论下的引力波有两种极化模式 h+, h×。

那么响应后的波形可以表示为

H = h+P+ + h×P×, (2-33)

其中不同模式下的响应函数对应有[142]

P+ = p ⊗ p − q ⊗ q,

P× = p ⊗ q + q ⊗ p.
(2-34)

其中 (p, q) 为两个极化基矢。对于极化角为 0 的情况，定义 (u, v) 是垂直于波矢方
向 k 且互相垂直的两个单位向量，即球坐标下有
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k = {− sin θ cosϕ,− sin θ sinϕ,− cos θ},

u = {sinϕ,− cosϕ, 0},

v = {− cos θ cosϕ,− cos θ sinϕ,− sin θ},

(2-35)

则 (p, q)(ψ = 0) = (u, v)。那么极化张量可以写为

P 0
+(θ, ϕ) = P+(ψ = 0) = u ⊗ u − v ⊗ v,

P 0
×(θ, ϕ) = P×(ψ = 0) = u ⊗ v + v ⊗ u,

(2-36)

在此基础之上加入极化角的贡献，则有

P+ + iP× = e−2iψ
(
P 0
+ + iP 0

×
)
, (2-37)

亦即

P+ = P 0
+ cos 2ψ + P 0

× sin 2ψ,

P× = −P 0
+ sin 2ψ + P 0

× cos 2ψ.
(2-38)

最终可以得到

P× (θ, ϕ, ψ) =
1

2

(
1 + cos2θ

)
cos 2ϕ sin 2ψ + cos θ sin 2ϕ cos 2ψ,

P+ (θ, ϕ, ψ) =
1

2

(
1 + cos2θ

)
cos 2ϕ cos 2ψ − cos θ sin 2ϕ sin 2ψ.

(2-39)

由于地面探测器观测时间短，地球自转的变化可以忽略，因此，对于特定 (θ, ϕ, ψ)

的引力波源，地面探测器的天线响应可以被认为是常数。

2.3.2.2 空间探测：Michelson 响应

对于天琴和 LISA 而言，三颗卫星成等边三角形分布，卫星间共有三组激光回
路，任意两组都可以组成一个干涉仪，这样的干涉仪和地面干涉仪的区别在于，干

涉仪两条臂的夹角为 60◦ 而非垂直。等边三角形构型下的三条激光干涉臂对于信

号的响应，可以等效成两个互相垂直的激光干涉臂的响应，且等边三角形构型探测

的等效臂长变化是垂直型的
√
3/2 倍。因此，式(2-39)自然也适用于空间探测器的

Michelson构型，但空间探测器本身是运动的，响应会随着时间变化，因而表达形式
要复杂得多。具体地，刘帅等人推导了频域下的天琴的天线响应函数[80]：首先，基

本的天线响应函数依然遵守式(2-39)，但天琴可以等效成两个独立的 Michelson 干
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涉仪，两个干涉仪在角度上的选取有所区别，即

F×
II (θS, ϕS, ψS) = F×

I (θS, ϕS − π/4, ψS) = P× (θS, ϕS − π/4, ψS) ,

F+
II (θS, ϕS, ψS) = F×

I (θS, ϕS − π/4, ψS) = P+ (θS, ϕS − π/4, ψS) .
(2-40)

则响应后的波形应写为

Hα(t) =

√
3

2

[
F+
α (t)h+ (t− tD) + F×

α (t)h× (t− tD)
]
, α = I, II, (2-41)

其中 (θS, ϕS, ψS) 是源在探测器系下的方位和极化角，tD = R sin θ̄S cos
[
Φ̄(t)− ϕ̄S

]
是探测器和太阳系重心 (solar system barycenter, SSB) 的时间延迟，R = 1AU，
Φ̄(t) = ϕ̄0 + 2πt/T，T = 1yr，ϕ̄0 是天琴在 t = 0 时刻的初始相位，带顶线的变量

指的都是在 SSB 坐标系下对应的值。需要注意的是，这里并没有考虑极化角随时
间变化，这里需要的假设前提是不考虑自旋效应。因此通过将式(2-41)进行 Fourier
变换，即可得到频域下的响应公式：

h̃α(f) =

√
3

2

{
F
[
h+ (t− tD)F

+
α (t)

]
+ F

[
h× (t− tD)F

×
α (t)

]}
, (2-42)

F
[
h+ (t− tD)F

+
1 (t)

]
=

1

4

(
1 + cos2 θS

) [
e2iζ1(f−2f0)h̃+ (f − 2f0)

+e−2iζ2(f+2f0)h̃+ (f + 2f0)
]
cos 2ψS −

i

2
cos θS

[
−e2iζ1(f−2f0)h̃+ (f − 2f0)

+e−2iζ2(f+2f0)h̃+ (f + 2f0)
]
sin 2ψS,

F
[
h× (t− tD)F

×
1 (t)

]
=

1

4

(
1 + cos2 θS

) [
e2iζ1(f−2f0)h̃× (f − 2f0)

+e−2iζ2(f+2f0)h̃× (f + 2f0)
]
sin 2ψS +

i

2
cos θS

[
−e2iζ1(f−2f0)h̃× (f − 2f0)

+e−2iζ2(f+2f0)h̃× (f + 2f0)
]
cos 2ψS,

F
[
h+ (t− tD)F

+
2 (t)

]
= F

[
h+ (t− tD)F

+
1

(
ϕS0 −

π

4

)]
,

F
[
h× (t− tD)F

×
2 (t)

]
= F

[
h× (t− tD)F

×
1

(
ϕS0 −

π

4

)]
.

(2-43)

其中 ζ1(f) = ϕS0 − πftD, ζ2(f) = ϕS0 + πftD, f0 ≈ 3.18 × 10−6Hz 是天琴卫星绕地
轨道频率，ϕS0 对应源的初始位置的方位角。

LISA 的时域响应与以上推导类似，只是运行轨道不同。但天琴轨道指向固定，
求解频域响应的解析公式相对容易，以上频域响应部分的推导是不适用于 LISA的。
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2.3.2.3 空间探测：TDI 响应

Michelson构型忽略臂长变化，考虑的是相对的理想情况，而特别是对于空间探
测器，三颗无拖曳卫星在空间中绕地飞行，其不可避免地有轨道上的扰动变化，导

致臂长并不像理想情况下完全相同。时间延迟干涉 (time delay interferometry, TDI)
就是用来对不等臂长情况下激光相位噪声进行扣除的一种构型方法，即通过特殊的

三条臂的组合制造出虚拟的等臂长干涉仪[143, 144]。

1

2

3

L
3

n 3

L
1

n
1

L2 n2

L
′ 3

L ′1

L′
2 1

2 3

图 2-2 空间探测器激光链路示意简图[31]。左：卫星与激光链路的标号约定，其中 ni
代表了激光链路的单位矢量，方向与 Li 相同，L

′
i 代表了与 Li 相反方向的激光链

路。右：基础 Michelson 构造下 TDI-X 通道。实际的探测器不仅会在轨道平面上旋
转，臂长也并非完全相同。

考虑 Michelson 构造下三个通道分别为 (X,Y, Z)，其响应形式为单链路响应的

叠加[145]

x̃ = (1− z2) (ỹ31 + zỹ13 − ỹ21 − zỹ12) , (2-44)

其中 ỹsr 对应从发射卫星 s 到接收卫星 r 链路的响应，z ≡ exp(i2πfL) 为时间延迟
算符，对应地，Y、Z 通道可以通过指标轮换 (1 → 2 → 3 → 1) 得到。

(A,E, T ) 通道是现今广泛使用的 TDI 通道构造方式，由 (X,Y, Z) 通道的正交

线性变换给出

A =
1√
2
(Z −X),

E =
1√
6
(X − 2Y + Z),

T =
1√
3
(X + Y + Z).

(2-45)
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那么 A,E, T 通道下观测量在频域内可以写为

ã =(1 + z) (ỹ31 + ỹ13)− ỹ23 − zỹ32 − ỹ21 − zỹ12,

ẽ =
1√
3
[(1− z) (ỹ13 − ỹ31) + (2 + z) (ỹ12 − ỹ32) + (1 + 2z) (ỹ21 − ỹ23)] ,

t̃ =

√
2√
3
[ỹ21 − ỹ12 + ỹ32 − ỹ23 + ỹ13 − ỹ31] ,

(2-46)

Marsat 等人对 LISA 的 TDI 构型下的频域响应给出了进一步的推导[90]。该

研究考虑了引力波的高阶模，即引力波可以以自旋权重球谐函数 (spin-weighted
spherical harmonics) 为基底做展开

h+ − ih× =
∑
ℓ≥2

ℓ∑
m=−ℓ

−2Yℓm(ι, φ)hℓm, (2-47)

(ι, φ) 对应引力波辐射的倾向角和方位角。一般考虑的主模指的是 (ℓ,m) = (2, 2)，

其他模式叫做高阶模 (higher modes, HMs)。基于这样的展开，则有

h+ =
1

2

∑
ℓ,m

(−2Yℓmhℓm + −2Y
∗
ℓmh

∗
ℓm) ,

h× =
i

2

∑
ℓ,m

(−2Yℓmhℓm − −2Y
∗
ℓmh

∗
ℓm) .

(2-48)

对于不考虑进动的双星系统，有

hℓ,−m = (−1)ℓh∗ℓ,m. (2-49)

由此可以把两种极化方式写成谐频以极化系数做权重的求和的形式，即

h+,× =
∑
ℓ,m

K+,×
ℓm hℓm, (2-50)

K+
ℓm =

1

2

(
−2Yℓm + (−1)ℓ−2Y

∗
ℓ,−m

)
,

K×
ℓm =

i

2

(
−2Yℓm − (−1)ℓ−2Y

∗
ℓ,−m

)
.

(2-51)
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那么可以把式(2-33)改写为
H =

∑
ℓ,m>0

Pℓmhℓm, (2-52)

这样就可以把极化系数合并到极化张量中，即

Pℓm = P+K
+
ℓm + P×K

×
ℓm, (2-53)

需要注意的是，这里只考虑了 m > 0 的模，这是因为后面要对正频（即 f > 0）部

分的波形做 Fourier 变换，这种情况下 m ≤ 0 的模可以忽略，即

h̃+,× =
∑
ℓ

∑
m>0

K+,×
ℓm h̃ℓm. (2-54)

最终，Pℓm 可以显式地写出来，即

Pℓm(ι, φ, ψ, λ, β) =
1

2
−2Yℓm(ι, φ)e

−2iψ
(
P 0
+ + iP 0

×
)

+
1

2
(−1)ℓ−2Y

∗
ℓ,−m(ι, φ)e

+2iψ
(
P 0
+ − iP 0

×
)
.

(2-55)

那么单链路响应波形应写作[145]

ỹslr =
∑
ℓ,m

T ℓm
slr (f)h̃ℓm, (2-56)

slr 指从发射卫星 s 到接收卫星 r 的链路 l。对于旋近速度足够快的信号，传递函

数可以写作

T ℓm
slr (f) = Gℓm

slr

(
f, tℓmf

)
, (2-57)

Gℓm
slr(f, t) =

iπfL

2
sinc [πfL (1− k · nl)]×

exp [iπf (L+ k · (pr + ps))]nl · Pℓm · nl,
(2-58)

其中 k 是引力波波矢，nl 是链路 l 从 s 到 r 的单位矢量，ps, pr 是卫星的位置（如

图2-2）。这里 (nl, ps, pr) 指的都是在 t 时刻下的值，在式(2-57)中

tℓmf =
1

2π

dΨℓm

df
, (2-59)
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Ψℓm 指的是该谐频下（缓变）的相位：

h̃ℓm(f) = Aℓme
iΨℓm . (2-60)

式(2-59)描述的是特定谐频下等效时频关系，这是稳相近似 (stationary phase
approximation, SPA) 的一个推广，并且同样适用于并合和铃宕阶段，这里不能将
其与物理的频率如轨道频率 ω 相联系混淆[145]。

有了单链路响应波形，对应地 A,E, T 通道下的波形有

ã, ẽ, t̃ =
∑
ℓ,m

T ℓm
a,e,th̃ℓm. (2-61)

实际上的 A,E, T 通道的响应还需要在此基础上乘以一个因子，即

Ã, Ẽ = i
√
2 sin(2πfL)e2iπfL × ã, ẽ,

T̃ = 2
√
2 sin(πfL) sin(2πfL)e3iπfL × t̃.

(2-62)

以上是基于 LISA 推导的响应公式，但是可以看到，这组公式和具体卫星的轨道无
关，因此也适用于天琴或其他相似探测器的情况，只需要把不同探测器轨道代入相

应位置即可。

2.3.2.4 空间探测：探测器轨道的影响

上一段提到，TDI 响应需要具体应用探测器的轨道信息，因此以下我们将介绍
天琴和 LISA 的轨道公式。
胡新春等人推导了天琴的轨道公式[146]。一般地，首先考虑地心在黄道坐标系

下的运动，即

X = r cos γ, Y = r sin γ, Z = 0, (2-63)

其中 γ 是真近点角 (true anomaly)，r 是开普勒半径，即

r =
R(1− e2⊕)

1 + e⊕ cos γ , (2-64)

R = 1AU, e⊕ = 0.0167 为地球轨道偏心率。可以采取偏近点角 (eccentric anomaly)
ψ 来更方便地描述轨道运动，ψ 和 γ 的关系由下式给出
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图 2-3日心黄道坐标系的天琴轨道[146]。地球轨道在 xy平面上，x轴指向春分点，β
是近日点黄经，(ϕs, θs) 是天琴指向源 RX J0806.3 + 1527 的黄经黄纬。

tan γ
2
=

√
1 + e⊕
1− e⊕

tan ψ
2
. (2-65)

ψ 和平近点角 (mean anomaly) M 的关系为

ψ − e⊕ sinψ =M = α(t)− β, α(t) = 2πfmt+ κ0, (2-66)

其中 fm = 1/(one sidereal year) = 3.14 × 10−8Hz 是地心的轨道调制频率，κ0 是
t = 0 时刻从春分点开始计算的黄经，β 是春分点和近日点的夹角，如图2-3。那么，
对于 e⊕ ≪ 1，可以把 ψ 展开，即

ψ = α− β + e⊕ sin (α− β) + e2⊕ cos (α− β) sin (α− β) +O
(
e3⊕
)
, (2-67)

那么将上式代入式(2-65)，则有 γ 的展开为

γ = α− β + 2e⊕ sin (α− β) +
5

2
e2⊕ cos (α− β) sin (α− β) +O

(
e3⊕
)
. (2-68)
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将式(2-68)，(2-64)代入(2-63)，最终得到

X(t) =R cos (α− β) +
1

2
e⊕R (cos 2 (α− β)− 3)

− 3

2
e2⊕R cos (α− β) sin2 (α− β) +O

(
e3⊕
)
,

Y (t) =R sin (α− β) +
1

2
e⊕R sin 2 (α− β)

+
1

4
e2⊕R sin (α− β) (3 cos 2 (α− β)− 1) +O

(
e3⊕
)
,

Z(t) =0.

(2-69)

类似地，对于在探测器系 (x̃, ỹ, z̃) 下绕地心旋转的三颗卫星，其轨道运动和上

式有相同的形式，即对于第 n 颗卫星 (n = 1, 2, 3)，有

x̃n(t) =R1 cos (αn − β′) +
1

2
eTR1 (cos 2 (αn − β′)− 3)

− 3

2
e2TR1 cos (αn − β′) sin2 (αn − β′) ,

ỹn(t) =R1 sin (αn − β′) +
1

2
eTR1 sin 2 (αn − β′)

+
1

4
e2TR1 sin (αn − β′) (3 cos 2 (αn − β′)− 1) ,

z̃n(t) =0.

(2-70)

αn(t) = 2πf0t+ κn, κn =
2π

3
(n− 1) + λ, (2-71)

eT 是天琴的轨道偏心率（当前指标可假设无偏心率），R1 = 1.0× 105km 是卫星轨
道的半长轴，λ 是第一颗卫星的初始轨道相位，f0 是卫星绕引导中心（即地心）的

轨道调制频率，β′ 是从 x̃ 轴到卫星轨道近心点的相位。接下来需要将该轨道在地

心黄道坐标系中表示出来，如图2-4，这里需要应用两个旋转矩阵，即
x′n

y′n

z′n

 =


sinϕs cosϕs 0

− cosϕs sinϕs 0

0 0 1




1 0 0

0 sin θs cos θs
0 − cos θs sin θs




x̃n

ỹn

z̃n

 . (2-72)

ϕs = 120.5◦, θs = −4.7◦ 是 RX J0806.3 + 1527 的黄经黄纬。最终，地心黄道坐标系
下的天琴轨道可以写为：
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图 2-4探测器系 (x̃, ỹ, z̃)与地心黄道坐标系 (x′, y′, z′)下的天琴轨道[146]。z̃ 指向 RX
J0806.3 + 1527，x̃ 落在 x′ − y′ 平面内。

x′n(t) =R1 (cosϕs sin θs sinα′
n + cosα′

n sinϕs)

+R1eT

[
1

2
(cos 2α′

n − 3) sinϕs + cosα′
n cosϕs sin θs sinα′

n

]
+
e2T
4
R1 sinα′

n [(3 cos 2α′
n − 1) cosϕs sin θs − 6 cosα′

n sinα′
n sinϕs]

+O
(
e3T
)
,

y′n(t) =R1 (sinϕs sin θs sinα′
n − cosα′

n cosϕs)

+R1eT

[
−1

2
(cos 2α′

n − 3) cosϕs + cosα′
n sinϕs sin θs sinα′

n

]
+
e2T
4
R1 sinα′

n [(3 cos 2α′
n − 1) sinϕs sin θs + 6 cosα′

n sinα′
n cosϕs]

+O
(
e3T
)
,

z′n(t) =−R1 sinα′
n cos θs −R1eT cosα′

n sinα′
n cos θs

− 1

4
e2TR1 (3 cos 2α′

n − 1) sinα′
n cos θs +O

(
e3T
)
.

(2-73)
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其中 α′
n ≡ αn − β′。将式(2-69)和式(2-73)相加，即可得到日心黄道坐标系下的天琴

轨道。

与天琴不同，LISA 的轨道是绕日轨道，因此其轨道形式相对简单[31, 147]：

xn =a cosα + aeLISA
(
sinα cosα sin βn −

(
1 + sin2 α

)
cos βn

)
+

1

8
ae2LISA (3 cos(3α− 2βn)− 10 cosα− 5 cos(α− 2βn)) ,

yn =a sinα + aeLISA
(
sinα cosα cos βn −

(
1 + cos2 α

)
sin βn

)
+

1

8
ae2LISA (3 sin(3α− 2βn)− 10 sinα + 5 sin(α− 2βn)) ,

zn =−
√
3aeLISA cos (α− βn)

+
√
3ae2LISA

(
1 + sin2(α− βn)

)
.

(2-74)

α(t) =
2π

1yeart+ κ, βn =
2π

3
(n− 1) + λ, (2-75)

同样，κ, λ 表征的是 LISA 的初始位置，考虑到 LISA 预期位置在地球后方约 20◦

处，则一般取 κ = κ0 − 20× π/180（见图1-3）。轨道半长轴 a = 1AU，轨道偏心率
则由臂长和轨道半长轴给出：eLISA = L/(2

√
3a)。

太极的轨道与 LISA 类似，只是臂长不同，此外如若考虑太极预期位置在地球
前方约 20◦ 处，则一般取 κ = κ0 + 20× π/180（见图1-3）。

LISA 轨道与天琴轨道的另一点不同在于，天琴探测器虽然绕着地球旋转，但
轨道平面指向是固定的，而 LISA 的探测器平面指向并不固定，这也是上文天琴的
频域 Michelson 响应解析公式不能适用于 LISA 的原因。在后面的章节我们还会具
体讨论这种轨道设计和探测信噪比的相关关系。而对于这里的 TDI 响应公式，可
以看到其与探测器轨道无关，通过代入指定时间序列到本段的轨道公式中，再将由

轨道信息求出的卫星链路信息代入式(2-58)中，即可相应地求解空间探测器的 TDI
响应。

2.4 本章小结

在这一章中，我们首先从弱场、线性近似下的 Einstein 方程开始，推导了横向
无迹规范下平面引力波的具体形式，并在借此阐述引力波理论的基本概念，例如引

力波有两种独立的极化模式等。进一步地，我们推导了最低阶近似下双星系统引力

波的基本形式以及引力波频率随时间的演化关系。随后，通过调研恒星级双黑洞在

不同演化模型下偏心率参数的分布情况，我们发现要区分这些模型，仍然依赖空间
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探测器的高灵敏度，因此确定了偏心率作为本课题的主要研究参数。最后，我们着

重介绍了引力波波形的构建。我们讨论了当前各类波形模型的分类及其适用范围，

依次推导了地面和空间引力波探测器的天线响应函数；特别地，我们针对空间探测

器介绍了两种构型下的响应函数公式，特别是 TDI 响应相比 Michelson 构型更加
实际和普适；最后，针对 TDI 响应需要考虑的探测器轨道信息，我们进一步探讨
了天琴和 LISA 的轨道表达式。接下来，我们将探究引力波数据处理过程中需要用
到的方法。
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第 3 章 引力波数据处理

在完成引力波信号建模后，我们就可以开始着手进行数据处理工作了。首先，

我们需要了解各类引力波探测器的噪声特性，这为不同通道下信号的模拟和信噪比

的计算提供了基础。然后我们将分别从探测和测量两个角度，详细讨论各自所需的

数据处理方法。

3.1 引力波探测器的噪声

地面探测器的噪声曲线 地面探测器的噪声来源，主要有激光噪声、地震噪

声、热噪声和引力梯度噪声等。综合多类噪声来源，最终可以得到其用功率谱密度

(power spectral density, PSD) 单位表示的灵敏度曲线。随着技术不断升级，以及对
噪声的评估方法的不同，同一探测器有时会有不同的灵敏度曲线，以对应不同的时

期或使用场景，如图3-1。地面探测器的灵敏度曲线大多可以从前文提到的 LVK 算
法库组件 LALSuite 获取 1。

101 102 103

f(Hz)
10 25

10 24

10 23

10 22

S n
(H

z
1 )

CE
CEPessimistic
CEWideband
ET

图 3-1 下一代探测器 ET 和 CE 的灵敏度曲线。根据评估方法不同，CE 有三种不
同的噪声曲线选取方式。

1https://doi.org/10.7935/GT1W-FZ16
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空间探测器的噪声曲线：Michelson 构型 Michelson 构型的空间探测器噪声
形式与地面探测器基本相同。但需要注意的是，Michelson通道的适用条件是低频近
似，即 f ≪ f∗, f∗ = (2πL)−1，L是探测器臂长。对于 2.5Gm的 LISA，f∗ ≈ 19.09mHz，
对于天琴，f∗ ≈ 0.28Hz。对于超大质量黑洞，其频率演化区间位于 (10−5, 10−1)Hz，
因此 Michelson 通道对该情况适用；而对于 (10−2, 100)Hz 的恒星级双黑洞旋近信
号，该通道就不适合实际的引力波探测过程了，但依然可以用作初期的科学目标分

析等使用场景。

10 4 10 3 10 2 10 1 100

f(Hz)
10 22

10 21

10 20

10 19

10 18

10 17

10 16

10 15

S n
Hz

1/
2

LISA
TQ
LISA_AE
TQ_AE

图 3-2天琴和 LISA的 Michelson构型下的灵敏度曲线（均未考虑白矮星前景噪声），
以及 TDI 构型下 A(或 E) 通道下的噪声曲线。这里的曲线是用 PSD 的平方根，即
振幅谱密度 (ASD) 表示的。

具体地，天琴的噪声 PSD 的表达式为

Pn(f) =
1

L2

[
4Sa

(2πf)4

(
1 +

10−4Hz
f

)
+ Sx

]
, (3-1)

其中天琴的臂长取 L = LTQ =
√
3×106m，S1/2

a = 10−15m · s−2 ·Hz1/2 为加速度噪声，
S
1/2
x = 10−12m · Hz−1/2 为位置噪声[28]。通过考虑响应传递函数 (transfer function)，
可以得到全天平均的灵敏度曲线

Sn(f) =
Pn(f)

R(f)
=

20

3

1

L2

[
4Sa

(2πf)4

(
1 +

10−4Hz
f

)
+ Sx

]
·

[
1 + 0.6

(
f

f∗

)2
]
. (3-2)
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类似地，可以得到 LISA 的灵敏度曲线[148]

SLISA
n (f) =

10

3

1

L2

[
4SLISA

a

(2πf)4

(
1 +

(
0.4mHz

f

)2
)

+ SLISA
x

]
·

[
1 + 0.6

(
f

f∗

)2
]
, (3-3)

其中 LISA 的臂长取 L = LLISA = 2.5Gm，(SLISA
a )1/2 = 3 × 10−15m · s−2 · Hz1/2 为

LISA 的加速度噪声，(SLISA
x )1/2 = 1.5× 10−11m · Hz−1/2 为 LISA 的位置噪声。

太极的灵敏度曲线与 LISA类似，只是参数选取有所不同：太极的臂长 LTaiji =

3Gm，加速度噪声 (STaiji
a )1/2 = 3 × 10−15m · s−2 · Hz1/2，位置噪声 (STaiji

x )1/2 =

8× 10−12m · Hz−1/2[149]。

理论上，大量双白矮星引力波信号会形成前景噪声，是低频噪声的主要来源之

一，因此需要在噪声曲线上叠加前景噪声[150–153]。在图3-2中，我们并未考虑这部分
的影响。这是因为该前景噪声主要在 10−2Hz 下的低频部分，考虑到恒星级黑洞的
频率演化范围，前景噪声基本不会对恒星级双黑洞的数据处理造成影响。

空间探测器的噪声曲线：TDI 构型 上一章我们提到，为消除不同臂带来的

激光相位噪声，人们提出了时间延迟干涉方法。该方法通过构造特定的干涉臂组合，

实现了虚拟等臂干涉仪的效果。TDI 构型 X,Y, Z 通道噪声的具体形式由下式给出

SX = 16 sin2(ωL)
[
SIMS + 2(1 + cos2(ωL))SAcc

]
,

SXY = −8 sin2(ωL) cos(ωL)
(
SIMS + 4SAcc

)
,

(3-4)

其中 SXY 是 X 与 Y 通道的交叉谱密度 (Cross Spectral Density, CSD)。其他通道
(Y, Z) 的 PSD 以及通道间的 CSD 与上式相同。对于天琴，有

√
Soms(f) =

√
Sx

2πf

c
,

√
Sacc(f) =

√
Sx

2πfc

√
1 +

0.1mHz
f

,

(3-5)

这里为了标明量纲，已将 SAcc, SIMS 中的光速 c 写明。对于 LISA 和太极，有[151]

√
SIMS(f) =

√
Sx

2πf

c

√
1 +

(
2mHz
f

)4

,

√
SAcc(f) =

√
Sa

2πfc

√
1 +

(
0.4mHz

f

)2
√
1 +

(
f

8mHz

)
.

(3-6)
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通过代入对应探测器的臂长、加速度噪声和位置噪声参数，即可以得到不同探测器

的噪声曲线。

X,Y, Z 通道存在 CSD 的原因是通道之间存在相关性，而上文提到 A,E, T 通

道是 X,Y, Z 通道的正交线性变换，因此通道内的噪声相互正交，噪声的具体形式

由下式给出[90]

SA = SE = 8 sin2 ωL
[
4
(
1 + cosωL+ cos2 ωL

)
SAcc + (2 + cosωL)SIMS

]
,

ST = 32 sin2 ωL sin2 ωL

2

[
4 sin2 ωL

2
SAcc + SIMS

]
.

(3-7)

作为示例，天琴和 LISA 在 TDI-A（或 E）通道下的噪声曲线如图3-2所示。

3.2 引力波信号的探测

引力波数据处理流水线中首先需要实现的是引力波信号的探测，其目的是从探

测器的噪声背景中识别并提取出引力波信号。完整的探测过程需要考虑引力波探测

器的噪声特性、信号的预处理、信号与波形模板的匹配、信号显著性分析与一致性

检验等，而其中的关键环节就是信号匹配。

3.2.1 匹配滤波

所谓信号匹配，是指用匹配滤波技术探测引力波信号的过程，这种技术被广泛

应用于恒星级双黑洞这种啁啾信号源的探测上[154]。匹配滤波需要使用已知的波形

模板与未知信号做匹配，求解二者的相关程度，以判定信号中是否有模板波形存在，

因此需要不断更换参数组合，也就是不断更换模板，直到找到尽可能接近信号的波

形。显然，只有信号与模板完全相同时，得到的结果是最优的，这时有

ρ2opt = (h|h) , (3-8)

ρopt 被称为最优信噪比，其中

(h|g) ≡ 4ℜ
∫ +∞

0

g̃∗(f)h̃(f)

Sn(f)
df (3-9)

是 g 和 h 的内积[155]，Sn(f) 是探测器噪声的功率谱密度。h̃(f) = h̃(f, λµ) 是时域

波形 h(t) 的 Fourier 变换, λµ 代表决定波形的一系列参数。对于恒星级双黑洞，地
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图 3-3 以 GW150914 为例，通过匹配滤波在数据中寻找与模板对应的信号，只有模
板与信号的并合时间 tc 非常相近时，匹配滤波才会得到非常显著的信噪比结果。

面探测器通常选取的全空间参数为

λµ = (M, η, χ⃗1, χ⃗2, DL, tc, ϕc, ι, α, δ, ψ) ,

共 15个参数。其中M 和 η 是啁啾质量和对称质量比，由组分质量 (m1,m2)(m1 >

m2) 给出，DL 是光度距离 (luminosity distance)，tc, ϕc 是并合时间和并合相位，ι
是倾向角，(α, δ) 是赤经和赤纬，是在赤道坐标系下用来描述源空间方位的参数，ψ

是极化角。对于空间探测器，则一般使用黄经黄纬 (λ, β) 来描述源的空间方位。
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图 3-4 同图3-3，示例引力波事件的数据与最高信噪比时的引力波波形模板相匹配，
图中数据已经过白化等预处理。实际探测过程中我们无法预知该引力波信号的物理
参数，因此需要生成一整个波形模板库来与之匹配。

为了使参数空间中任意位置的参数组合对应的信号都有足够相近的波形模板

与之匹配，匹配滤波需要构建相应的波形模板库。模板库中的模板往往不能完美地

匹配实际的引力波信号，匹配因子 (fitting factor, FF) 可以用来描述一个波形在给
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定模板库情况下可以达到的最佳匹配程度:[156]

FF (λµ) ≡ max
λµ′

(
h(λµ)

∣∣h(λµ′))√
(h(λµ)|h(λµ)) (h(λµ′)|h(λµ′))

. (3-10)

那么，对于一个足够有效的模板库，其参数空间内的任意引力波信号都应该满足

FF ≥M，其中M 是可以容忍的最小匹配程度 (minimal match)，一般取M = 0.97，

其对应的含义是探测能力损失约 10% 2。

3.2.2 波形模板库

实际的探测过程往往伴随着探测器的噪声背景，而且引力波信号的强度又远小

于这些噪声，这意味着我们需要相对准确的噪声模型和波形模型。同时我们还需要

构建一个波形模板库，其中的波形模板需要足够多才能覆盖整个参数空间，但模板

数过多会消耗大量的计算资源（如图3-5）。因此，如何针对不同引力波探测器构建
合适的波形模板库将是本课题的核心工作之一。

图 3-5 模板库中模板的数量太多或太少都是不合适的

本质上，我们要在给定最小匹配程度的情况下，用较少的模板覆盖尽可能多的

参数空间——数学上这是一个经典的覆盖问题 (The Covering Problem)，其目的是
寻找厚度最小的覆盖方案。所谓厚度 (thickness)，是指一个用于覆盖的 N 维球的

2由于探测距离与信噪比成正比，信噪比降低到理想值的 97%，则有效探测体积为降低为原来的
0.973 ≈ 0.91，即对应探测能力损失约 10%。
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体积与对应的 N 维基本格子的体积的比：

Θ ≡ VnR
n

vol(Λ) ≥ 1, (3-11)

其中 Vn = πn/2/Γ(n/2 + 1) 为 N 维单位球体积。例如图3-6中正方形网格对应
Θ = π/2，而六边形网格对应 Θ = 2π/3

√
3，因此六边形网格的覆盖更“薄”。事实

上，该六边形网格的覆盖方式就是二维欧式空间下的最优覆盖。[157]

图 3-6 二维欧式空间的覆盖问题。可见六边形比正方形网格排布效果更好。

而对于引力波探测而言，我们面临的问题并没有这样简单。一方面，引力波探

测需要考虑的参数空间不止二维，更重要的是，引力波的参数空间，特别是其对应

的内积空间是非欧的，其度规非常复杂[158, 159]。

不过，我们的目标是生成较小的模板库，而不是寻找最小的模板库，因此目前

的模板库生成程序更多是基于随机模板放置算法。然而，目前这些程序包都是针对

地面探测器的模板库生成的。如 PyCBC 中涉及模板库生成的程序，为了提高计算
效率，将使用模板波形做匹配的流程进一步简化[160]，同时由于未使用实际的引力

波波形，该程序也相应地存在局限性。因此使用实际波形来计算的模板库生成算法

扩展性更强，例如最近 Kacanja等人提出的使用内积不等式方法来加速随机模板的
生成等[161]。

sbank3 是由 Ian Harry 等人开发的基于随机模板放置算法生成波形模板库的
程序包[162–164]。该程序同样使用了实际波形来生成模板库，其整体结构如图3-7所
示。整个程序包主要包含以下六个部分：

• sbank：主入口模块，用户运行此模块即可生成并保存模板库，同时将参数配
置传递给其他模块；

3https://github.com/gwastro/sbank
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图 3-7 sbank 程序包结构示意图，详见正文。

• bank：负责管理模板库，通过设定的规则检查新候选模板是否与库中已有的
任何模板邻近，从而决定是否将这个新模板加入库中；

• psds：提供调用各类引力波探测器 PSD 的方法和相关计算工具；
• tau0tau3：内含生成候选模板参数的工具，这里的 τ0, τ3 是 sbank 对引力波
信号中质量和起始频率参数的重新参数化，这样做的好处是可以相对更均匀

地在内积空间上采样；

• waveforms：存储各类波形模型及其调用或计算方法（包括信号预处理等），供
模板生成时调用；

• overlap：通过 cpython 代码加速计算模板之间的匹配度，与主 Python 代
码有所区别。

接下来我们将通过一个简化的二维欧式空间的例子，简述 sbank 中模板库生
成的算法逻辑。在二维欧式空间，判断两个模板之间是否足够接近，计算的是两点

之间的距离，即 dl =
√
dx21 + dx22。需要注意，在实际引力波探测中，判断两个模

板之间是否足够接近，计算的是两个模板的 Overlap：

O
(
h(λµ), h(λµ

′
)
)
≡

(
h(λµ)|h(λµ′)

)√
(h(λµ)|h(λµ)) (h(λµ′)|h(λµ′))

. (3-12)

匹配因子 FF 事实上就是整个模板库的模板与某个信号间的 Overlap 的最大值。
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(a) 候选模板开始注入到模板库中 (b) 候选模板的邻域内没有模板，因此直接被
接受成为新模板嵌入到模板库中

图 3-8模板库生成过程。蓝色点代表模板库已有模板，红色点代表当前候选模板，绿
色点代表该候选模板被接受成为新模板。浅橙色代表的区间为红色点的邻域范围。
点周围的圆形范围最外圈代表该模板库允许的模板间最远距离，对应到实际引力波
探测则为最小匹配程度 M = 0.97。

(a) 邻域内的唯一一个模板与候选模板距离远，
候选模板将被接受成为新模板，无需再计算其

与邻域外模板的距离

(b) 邻域内的一个模板与候选模板距离过近，该
候选模板将直接被排除，无需再计算其与其他

邻域内模板的距离

图 3-9 模板库生成过程。在二维欧式空间通过两点间距来决定模板的去留，而实际
引力波探测中需要计算模板间的 Overlap。
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图 3-10模板库生成过程。基于邻域参数排序后，与候选模板的邻域参数最相近的模
板将首先计算距离。

生成模板库时，每当一个新的候选模板加入进来，需要判断其与当前模板库

中所有模板的距离——这样的做法显然是低效的，在实际引力波探测中，主要的

计算消耗就是在计算波形以及 Overlap。因此，在程序中，我们指定了邻域参数
(nhood_param) 和邻域大小 (nhood_size) 这两个参数，即使用哪个参数作为邻域
的判据及其邻域大小。这样我们事先排除了很多与候选模板相去甚远的模板，因此

只需要计算候选模板与其邻域里的模板的距离即可，如图3-8和图3-9所示。
这样的处理还有一个好处，即我们可以根据邻域参数对模板进行排序，新模板

可以直接嵌入到与其邻域参数的大小最接近的两个模板之间。此外，在筛选好邻域

内的模板后，同样可以对这些模板排序，与候选模板的邻域参数最相近的首先计算。

由于邻域参数更相近，这个模板有更大概率与候选模板距离近，进而把候选模板排

除，进而提高筛选效率（如图3-9(b)和图3-10）4。

我们这里邻域参数选的是横轴 x 的值，邻域大小为 0.2，从以上一系列图中可
以看到，这似乎并不算是一个明智的选取，邻域的范围仍然比较大。然而，这是因

为我们很清楚欧式空间的度规形式，因此可以直观判断距离相近与否。而在实际引

力波探测中，我们使用的是只由啁啾质量（和起始频率）决定的一个时间量纲的参

数 τ0。虽然我们不清楚实际参数空间的结构，但可以确定的是，啁啾质量是引力波

4假设最终接受的模板数为 N，而提议的模板数为 P，且 P ≫ N，则有：不做任何优化时每个提议
模板需与所有 N 个模板匹配，总复杂度约为 O(P ×N)；引入邻域参数后只需与邻域内 K(K ≪ N)
个模板匹配，总复杂度约为 O(P ×K)；排序以后大多数提议模板仅需极少次匹配即可被排除，总复
杂度可降至接近 O(P × 1)。
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图 3-11 简单二维欧式空间示例下的模板库生成结果，可见模板库以相对较少的模
板数量基本覆盖了给定的参数空间。

的主导参数 5 ，因此这样的选取是合理的。在简化模型中，我们保留了这样的单参

数作为邻域参数的配置以做演示。最终这个示例模板库的大小为 74，与最优覆盖
(∼ 49) 的结果相近，如图3-11所示。如果考虑更高维的空间，这样的算法比在二维
情况下还要更具优势。

3.3 引力波信号的测量

在探测到恒星级双黑洞的引力波信号以后，就需要开始对信号进行精确测量，

其主要可以分为参数估计和模型选择两部分。参数估计即从已知的数据中提取系统

的物理参数，模型选择则是根据已知的数据对不同模型的支持程度来区分它们的优

劣，本课题将关注参数估计这部分。

根据使用场景的不同，引力波信号的参数估计方法主要分为 Fisher 信息矩阵
(Fisher Information Matrix, FIM) 和贝叶斯推断：在没有实际探测数据时，通常可
以用半解析的 Fisher 信息矩阵方法快速估算参数估计精度；而有了实际数据或模
拟真实数据后，则一般会采用更费时但更可靠的贝叶斯推断，贝叶斯推断可以给出

5例如，在生成图3-3的过程中，我们在生成模板波形时不仅只输入了双星质量参数，其他的值都
被缺省了，甚至还假设双星质量相等，但我们依然得到了非常显著的信噪比结果。
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对应参数的后验概率分布，适合引力波信号探测之后实际对信号的高精度参数估计

测量，现已广泛应用于引力波的信号测量领域。本节将分别介绍这两种方法。

3.3.1 Fisher 信息矩阵

FIM 可以用来估计引力波参数的不确定度范围，FIM 的具体定义为[165, 166]

Γij =

(
∂h

∂λi

∣∣∣∣ ∂h∂λj
)
, (3-13)

对于多探测器组成的探测网络，总的 FIM 写为

Γij =
∑
k

Γkij. (3-14)

在稳态 Gaussian 噪声假设下，协方差矩阵可以由 FIM 给出估计，即 Σ = Γ−1，那

么参数不确定度范围将由协方差矩阵对角元的平方根给出，即

σλi =
√
Σii. (3-15)

特别地，对于空间定位精度，有[167]

σΩ = 2π |sin θ|
(
ΣθθΣϕϕ − Σ2

θϕ

)1/2
.

FIM 也可以用来对模型模板库大小进行理论上的大致估计。考虑参数空间 Ω

中两个相距非常近的点的距离，有

ds2 = gµνdλ
µdλν , (3-16)

其中

gµν =

(
∂ĥ

∂λµ

∣∣∣∣∣ ∂ĥ∂λν
)

= Γ̂µν (3-17)

是参数空间的度规。̂h代表一个归一化的信号，即
(
ĥ
∣∣∣ĥ) = 1。事实上，上一节讨论

的匹配因子和 Overlap 的表达形式，需要求解的就是归一化模板之间的内积。考虑
参数空间模板数的疏密程度，则有 ds2 ≥ 1−M，M 是最小匹配程度。单个模板在

N 维空间所占的最大本征体积可以表示为 dV = (1−M)N/2，那么在方格子放置模
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板的条件下最小的模板数量由总的本征体积和单个模板体积的商给出，即[168, 169]

NT =
1

(2
√
(1−M)/N)N

∫
Ω(λ)

√
det Γ̂µνdλ, (3-18)

FIM 给出的估计是不基于实际数据的估计，在计算 FIM 时，代入的系列参数
λµ 被认为与真实源参数足够接近的，因此该估计方法只能给出不确定度范围。但

该方法的优势正在于此，由于不需要实际数据，在探测器尚未投入运行时就可以给

出其预期对各个参数的探测能力，因此非常适合初期的科学分析。

3.3.2 贝叶斯推断

贝叶斯方法基于贝叶斯定理，用于分析在拥有更多新的信息的情况下，计算一

个新假设成立的概率。贝叶斯定理描述了随机事件的条件概率分布的关系：

P (A|B) =
P (B|A)P (A)

P (B)
, (3-19)

其中 P (A|B) 是指在 B 事件发生的情况下 A 事件发生的可能性，也称为在假设 B
已经发生的情况下 A 的后验概率 (posterior)；P (A) 是事件 A 在不考虑 B 的因素
的发生概率，即先验概率 (prior)；P (B) 为归一化常量 (normalized constant) 或贝
叶斯证据 (evidence)；P (B|A) 是假设 A 发生的情况下 B 发生的概率，也叫似然函
数 (likelihood function)。
具体到引力波数据处理中的贝叶斯推断，上式可以写为

P (λi|D, I) =
P (D|λi, I)P (λi|I)

P (D|I)
, (3-20)

其中

P (D|I) =
∫
P (D|λi, I)P (λi|I) dλi. (3-21)

其中 P (λi|D, I) 为在已知先验信息 I 和数据 D 的情况下，参数 λi 的后验概率

(posterior) 分布；P (λi|I) 是参数 λi 的先验概率 (prior)，通常由参数在模型中的先
验信息给出；P (D|λi, I)为似然函数 (likelihood function)，是现有参数 λi 确定，先

验信息 I 成立的情况下，得到数据 D 的概率，似然函数也经常用字母 L 来表示；
P (D|I) 是归一化常数，也被称为贝叶斯证据 (evidence)，即确保后验概率归一化：
ΣiP (λi|D, I) = 1，贝叶斯证据也常用 Z 来表示。

在实际的引力波探测过程中，波形所需要的一部分参数是我们所不关心的。例
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如，针对双黑洞系统的引力波信号，往往并不关心其并合时的相位。在贝叶斯推断

过程中，可以对这些冗余参数做边缘化 (marginalization)，即

P (ψi|D, I) =
∫
P (ψi, ϕi|D, I) dϕi, (3-22)

其中 (ψi, ϕi) 分别是是 λi 中的非冗余参数和冗余参数。

由此可以看到，在贝叶斯推断中，预期得到的参数估计结果就是参数的后验概

率。而这个概率正比于似然函数与先验概率的乘积，即

P (λi|D, I) ∝ P (D|λi, I)P (λi|I) , (3-23)

因此引力波信号的参数估计关键在于如何合理设计似然函数。此外，由于似然函数

本身的复杂性和高维参数空间造成的搜索困难，和引力波探测类似，如何在测量恒

星级双黑洞引力波信号时获得预期结果的同时兼顾计算效率，也是本课题需要实现

的一部分。

3.3.2.1 似然函数

先验概率取决于已知信息和参数的物理范围，接下来我们考虑似然函数的形

式。首先考虑数据 D 为总时长为 T 的离散数据点，时间间隔为 ∆t = T/(N − 1)。

在 Gaussian 噪声假设下，考虑只含噪声的数据，即 D(t) = n(t)，其概率密度可描

述为

P (D|µ,Σ) = 1√
(2π)N |Σ| 12

exp
(
−1

2
(D − µ)TΣ−1(D − µ)

)
, (3-24)

其中 (µ,Σ) 分别为其期望值和方差-协方差矩阵，Σij = R((i− j)∆t)，R(τ) 为噪声

自相关函数。进一步地，假设噪声是稳态的，则期望值为常数，可不失普适性地假

设 µ = 0，则

P (D|µ,Σ) = 1√
(2π)N |Σ| 12

exp
(
−1

2

N∑
j,k=1

DjΣ
−1
jk Dk

)
, (3-25)

该似然函数可以写成内积的形式，即

P (D|µ,Σ) = 1√
(2π)N |Σ| 12

exp
[
−1

2
(D|D)

]
∝ exp

[
−1

2
(D|D)

]
. (3-26)
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那么考虑数据中同时含有引力波信号和噪声，即 D(t) = h(t, λ) + n(t)，此时的似然

函数

P (D|λi, I) ∝ exp
[
−1

2
(D − h(λ)|D − h(λ))

]
∝ exp

{
−1

2
[(D|D) + (h(λ)|h(λ))− 2(h(λ)|D)]

}
,

(3-27)

这便是稳态 Gaussian 噪声假设下似然函数的形式。
在实际的参数估计过程中，往往会对基本的 Gaussian 噪声模型进行速度上的

优化，例如外差似然估计 (heterodyning，或称 relative binning)[170–172]，其基本思

路是将引力波信号分为快速变化的部分和缓慢变化的部分。该方法基于波形的振幅

相位随频率是缓变的这一基本假设。取一组参数，其对应的波形为基准波形 h0(f)，

另将频率区间合理分段，那么实际波形与基准波形的比值可以写为

r(f) =
h(f)

h0(f)
= r0(h, b) + r1(h, b) (f − fm(b)) + · · · , (3-28)

考虑到这个比值是缓变的，这里只需做线性项展开，fm(b) 代表这一小段的中心频
率。因此，可以在计算过程中只计算一次基准波形，而用更稀疏的频率序列生成实

际波形 h(f)，对于未取到的频率点处波形的值，则可以通过对 r(f) 的插值快速求

得，大大加速了似然函数的计算。特别是考虑空间探测器观测时间长，需要处理的

数据往往在几个月到几年的时间跨度，这种方法目前已经广泛运用到大质量双黑洞

引力波信号的数据处理中[173–175]。

3.3.2.2 随机采样算法

理论上在得到似然函数的形式以后，我们就可以在全参数空间中计算并获得后

验概率分布了。然而和引力波的探测类似，复杂且高维的参数空间会使得计算成本

陡然增加——例如考虑在参数空间均匀划分网格，即每个维度 10 个点，那么 N 维
空间需要计算似然函数的点就是 10N 个。因此实际的参数估计过程需要其他的采样

方法，其中最典型的两种随机采样方法为 Markov 链蒙特卡洛方法 (Markov Chain
Monte Carlo, MCMC) 和层级采样方法 (Nested sampling)。

MCMC 所谓 Markov 链，它的特点是新采样点的位置总是取决于上一个采
样点的位置。MCMC 在 Markov 链上通过蒙特卡洛随机游走来引导采样，最终达
到生成的样本在参数空间的概率分布正比于后验概率的效果。

MCMC 最经典的实现算法是 Metropolis-Hastings 算法[176, 177]。在这个算法中，
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新采样点的位置 x′ 由提议分布函数 (proposal distribution) q(x′|x) 来决定，其中 x

为当前的起始点。定义新采样点的接受概率

α(x, x′) = min(1, r), (3-29)

其中

r ≡ P (x′|D, I) q(x|x′)
P (x|D, I) q(x′|x)

(3-30)

为 Metropolis 比。即当 r ≥ 1 时，新采样点直接被接受；否则将以 r 的概率接受新

采样点，如未接受则保持当前状态 x。可以证明，这样的策略满足细致平衡条件

P (xi)q(xi−1|xi) = P (xi−1)q(xi|xi−1), (3-31)

其物理含义在于，在任意时刻，从状态 xi 转移到状态 xi−1 的总转移概率要和从状

态 xi−1 转移到状态 xi 的总转移概率相同。这是 MCMC 收敛的充分条件。
有了这样的判定策略，使得 MCMC 既可以探索给定的参数空间，又可以确保

收敛。理论上，可以从先验概率给定的参数空间中任意一点开始采样。然而，随机选

取的起始点大概率会处于后验概率很低的地方，随着 Markov 链经历一定次数的迭
代以后，起点所造成的偏差才逐渐变得忽略不计——我们把这个过程称为 burn-in，
在实际的采样过程中，我们会把前面这部分的采样丢弃，以得到更加可靠的结果。

在经典 MCMC 算法的基础上，人们针对其存在的局限性也提出了许多改进
策略。其中一个典型的问题是后验分布的多峰问题：即每个峰值都可能与数据有

很好的吻合，或者存在一些显著的局域最优解，这使得传统的 Metropolis-Hastings
算法容易陷入局部最优区域而难以跳出。为了解决这一问题，并行回火 (Parallel
Tempering) MCMC 方法被提出，这种方法通过多条链同时采样，并在不同链之间
存在信息交换，以促进对全局空间的探索[178]。此外，还有其他类型的 MCMC 方法
被陆续提出，例如仿射不变 (Affine Invariant) MCMC 采样[179]，基于此算法的程序

包 emcee 现已广泛应用于天文学领域[180]。

层级采样 上文提到，虽然 MCMC 已被广泛应用且算法成熟，但其自身特性
导致在处理后验分布多峰问题上仍然存在局限性。此外，MCMC 通常难以直接估
计贝叶斯证据，而贝叶斯证据在信号测量中的模型选择环节具有关键作用。因此，

层级采样方法被提出[181, 182]。其基本思想是把式(3-21)这样的高维积分转换成为一
维的积分问题，通过逐步缩小“先验质量”来估计证据，同时获得后验概率对应的

样本。因为这种方法在计算贝叶斯证据的同时，还会采样出后验概率分布，所以也
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图 3-12 示例似然函数等高线及其对应的先验质量[182]，贝叶斯证据的值就是右图中
似然函数和先验质量组成的面积。

可以用来做参数估计。

所谓先验质量，就是似然函数 L 大于某一阈值情况下的全部参数空间的先验

概率积分，即

X(L0) =

∫
L>L0

P (λi|I)dλi. (3-32)

那么贝叶斯证据就可以表示成关于 X 的一维积分

Z =

∫ 1

0

L(X)dX. (3-33)

实际计算过程中，需要首先选取 n个活跃点 (live point)，这其中似然函数值最
小的定义为第一个采样点，这一个点将被剔除，这个点将被一个后验概率值比该点

高的点替换。如此循环以后，采样点将逐渐向高似然函数处聚集，同时很自然地有

X1 > X2 > ... > XN，则贝叶斯证据可以通过

Z ≈
N∑
i=2

Li(Xi −Xi−1) (3-34)

估算出来，后验概率分布也可以从一系列采样点的信息中获取出来。

在科学计算上，典型的层级采样程序包有 dynesty 等[183]。此外，层级采样也

存在其他一些变体。例如，采样点在更新时，理论上需要在先验质量上随机选取，但

随着活跃点的集中，这样的选取效率会变得越来越低。因此有人提出 multinest算
法，通过重要性采样 (Importance nested sampling)的方法，将采样空间改为基于活
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跃点的近似后验概率分布空间，从而提高采样效率[184]。进一步地，Michael Williams
等人通过使用归一化流 (Normalizing Flow) 的方法，用机器学习的方式使得程序可
以在高维的似然函数等高线，以及形状更复杂的情况下有更高效且均匀的采样，该

算法已对应在 nessai 程序包中实现[185, 186]。

3.4 本章小结

在这一章中，我们系统介绍了引力波的数据处理方法。首先，我们介绍了不同

引力波探测器的噪声特性，除了地面引力波探测器噪声的获取方式以外，我们着重

介绍了 Michelson和 TDI两种构型下，空间引力波探测器噪声的 PSD的具体形式。
随后，我们从探测和测量两个角度，详细介绍了数据处理中需要用到的各种方法。

首先是引力波的探测，对于恒星级黑洞这样的啁啾信号，通常使用的是匹配滤波方

法。我们具体介绍了匹配因子和波形模板库的概念，还介绍了生成模板库的方式和

其中存在的困难，并且通过简单二维欧式空间的示例，详细推演了如何通过随机模

板放置算法来构建波形模板库。最后是引力波的测量，由于本课题不涉及模型选择

的内容，我们主要讨论了测量中参数估计的方法。我们简要介绍了 Fisher信息矩阵
及其应用，然后具体展开了如何通过贝叶斯推断获得后验概率，以获得参数的测量

结果。在贝叶斯推断的介绍中，我们还展开介绍了稳态 Gaussian 噪声假设下似然
函数的构建及其优化方法，以及在计算过程中所需的不同类型的随机采样算法。接

下来我们将应用以上两章提到的方法与信息，实际开展引力波的模拟与数据处理过

程。
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第 4 章 空间引力波探测器数据模拟

引力波探测流水线建立的前提是对引力波的系统性模拟，也就是成熟的引力

波模拟软件。目前地面探测器方面已经有前文提到的 LALSuite (LVK Algorithm
Library Suite)，系统性地包含了从多种引力波源的波形生成，多个地面探测器的
响应计算与噪声生成，到多种波源的探测与测量分析代码库。空间探测器方面，

LISA 从 2006 年开始先后发布了几轮模拟数据挑战 (Mock LISA Data Challenge,
MLDC)[187]，但这时的模拟数据尚未包含恒星级双黑洞这类波源，直到 2019 年的
新 LISA 数据挑战 (LISA Data Challenge, LDC)[91]。随后，太极计划也公布了对应

的模拟数据挑战[188]。而在本课题之前，天琴尚未有公布其对应的数据模拟软件。此

外，不同探测器各自在计算上的约定往往也略有不同，在数据处理时不利于多探测

器联合观测场景下分析结果的判断。因此，适用于多个空间引力波探测计划的数据

模拟软件的制作，也是本课题的主要工作之一。

上文提到，空间引力波探测由于信号持续时间长，需要考虑随时间变化的天线

响应函数。而对于 TDI 构型下的天线响应，如若考虑频域下的响应函数公式，针
对不同的自旋权重球谐函数谐频，需要分别展开计算响应以后再叠加。这是因为基

于稳相近似的假设下的推广，不同自旋权重球谐函数谐频有不同的等效时频关系。

然而本课题考虑的带偏心率的波形同样存在谐频，但与上文不同的是，这是一

种特有的偏心率谐频（如图4-1）。具体地，对于带偏心率的解析的引力波波形，通
常的主要思路是将引力波分解成很多个平均轨道频率的谐频信号的叠加。即对于不

同的偏心率谐频，有平均轨道频率 F 和 Fourier 频率 f 的关系

f = j · F
(
t∗j
)
, (4-1)

为了区分偏心率谐频和上文提到的自旋权重球谐函数的谐频，这里使用 j 作为谐频

的指标，t∗j 是第 j 项偏心率谐频的稳定时间 (“stationary” time)[137]。可以看到，无

偏心率波形与 TDI 响应的对应关系并不能直接适用该情况。因此，我们需要在理
论上重写适用于含偏心率波形的 TDI 响应，在代码实现上增改源生成波形的代码，
以适应空间探测器情形下拆分谐频的需求。
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图 4-1带偏心率波形的谐频效应示例[189]。旋近的时域波形与对应的时频图，从上到
下分别为 ei = 0, ei = 0.35, ei = 0.95。偏心率越大谐频效应越明显，无偏心率时只有
主频部分。

4.1 引力波信号的天线响应：含偏心率情形

EccentricFD 是一个已被收录到 LALSuite 中的一个较为成熟的波形，这是一
个不考虑自旋效应的频域波形，其偏心率的有效范围为 ei ≲ 0.4 [134, 135]。本小节我

们将以该波形为例推导带偏心率的波形的 TDI 响应。
首先，带偏心率的波形可以简单写为

h̃+,× = Ãf−7/6

10∑
j=1

ξ+,×j

(
j

2

)2/3

eiΨj , (4-2)
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其中

Ã = −
(

5

384

)1/2

π−2/3M5/6

DL

, (4-3)

只与啁啾质量M 和光度距离 DL 有关，

ξ+,×j =
(1− e2)

7/4(
1 + 73

24
e2 + 37

96
e4
)1/2 (C(j)

+,× + iS
(j)
+,×

)
(4-4)

是与两种极化模式相关的系数，是 ι, φ 以及偏心率 e(F ) 的函数，当 e = 0 时，

ξ+j=2 = C
(2)
+ + iS

(2)
+ = 4 · 1 + cos2ι

2
ei·2φ,

ξ×j=2 = C
(2)
× + iS

(2)
× = 4 · (− cos ι) ei·2φ,

ξ+,×j ̸=2 = 0,

(4-5)

则回到了我们在上文式(2-51)讨论的 K+,×
22 。由于带偏心率情况下的该系数非常复

杂，具体形式可参见 Yunes 等人的文献附录 B[135]。Ψj 是 Fourier 相位，写做

Ψj =
π

4
+ jϕc − 2πftc +

(
j

2

)8/3

Ψecc
PN, (4-6)

Ψecc
PN =

3

128η(πMf)5/3

7∑
n=0

αn(πMf)n/3 (4-7)

是带偏心率时的 PN 相位，αn = αn(M, η, e, f) 是不同 PN 阶数下的系数，具体形
式可参见 Huerta 等人的文献附录 A[134]。由于该波形基于 TaylorF2，因此这里的
相位包含了 3.5PN 阶相位修正。以上振幅和相位都将沿着偏心率展开至 O(e8)，并

依照

e ∼ eiχ
−19/18

{
1 +

3323

1824
e2i
[
1− χ−19/9

]
+

15994231

6653952
e4i

[
1− 66253974

15994231
χ−19/9

+
50259743

15994231
χ−38/9

]
+

105734339801

36410425344
e6i

[
1− 1138825333323

105734339801
χ−19/9

+
2505196889835

105734339801
χ−38/9 − 1472105896313

105734339801
χ−19/3

]
+O

(
e8i
)}

(4-8)

进一步沿初始偏心率 ei 展开至 O(e8i )。其中 χ ≡ F/F0 = f/f0，而 f0 是偏心率为

ei 偏心率主频（即 j = 2）下的引力波初始频率。
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(a) 不同偏心率下总的波形的振幅 (b) 同一示例波形 (ei = 0.1) 不同谐频的振幅

图 4-2 EccentricFD 波形示例

(a) 不同谐频的振幅 (b) 不同谐频的相位

图 4-3 EccentricFD 波形示例，其中 ei = 0.4，其他条件与图4-2相同。

(a) 不同谐频的振幅 (b) 不同谐频的相位

图 4-4 空间探测器情况下谐频截断的示例波形 (ei = 0.4)

需要注意的是，频域波形需要有明确的高低频截断，对于地面探测器，我们

在低频选取探测器约定的加速度噪声截断，而在高频则选取 ISCO 频率，如对于
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图 4-5 与图4-4同一示例波形 (ei = 0.4)，不同谐频的相位计算出的不同谐频的时频
关系。

LIGO，有
flow = 20Hz, fhigh = fISCO = 1/(63/2πM), (4-9)

那么为了保证更高阶谐频也不超过频率有效范围，则需要进行谐频截断，即

h̃ground = h̃×Θ(j · fhigh − 2f) , (4-10)

其中 Θ(x) 为阶跃函数 (Heaviside function)。那么对于空间探测器，则有

flow = 10−4Hz, fhigh = min [fISCO, 1Hz] , (4-11)

但事实上，由于空间探测器往往以观测时间为标准，特别是恒星级双黑洞，并不会

达到低频限制，因此有

h̃space = h̃×Θ(j · fhigh − 2f)Θ (2f − j · fyr) , (4-12)

其中 fyr 是距离 ISCO时间为观测时长 T 时对应的主频的频率。含有偏心率时，fyr

的大小会与准圆轨道下的结果有所差别。然而，当总质量小于 105M⊙ 时，年为量

级的观测时间下，fyr 在任意有效偏心率区间下都将非常接近无偏心率时的 fyr 的
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大小[135]——显然，恒星级双黑洞符合该要求。因此，我们后面将使用较为简单的

主频时频关系计算 fyr，即回到式(2-27)：

f = (5/256)3/8
1

π
M−5/8 (tc − t)−3/8 .

10 1 100

f(Hz)
10 25

10 24

10 23

10 22

10 21

10 20

10 19

10 18

h

signal_TQ_A
signal_TQ_E
signal_TQ_T
signal_RAW
signal_LISA_A
signal_LISA_E
signal_LISA_T

图 4-6 一个示例事件 (ei = 0) 的原始波形以及在天琴和 LISA 中的 TDI 响应波形
（A,E, T 通道），图中曲线均为对应波形的振幅。

尽管 EccentricFD 波形的球谐函数谐频为单个的主模，即 (ℓ,m) = (2, 2)，在

考虑响应时，对于带偏心率的情况，我们仍然不能直接简单地计算式(2-55)中 P22

的值。对于不同的偏心率谐频，它们有不同的时频关系（如图4-5），这与上文提到
的自旋权重球谐函数的情况是类似的，因此也需要类似的讨论，那么不同的偏心率

谐频的时频关系可以写为

tjf =
1

2π

dΨj

df
, (4-13)

然后对每一个谐频分别做响应。需要注意的是，即便 ξ+,×j 也是复数，看起来似乎

应该也对幅角做出贡献，但事实上，tf 是来自于稳相近似的，而 Ψj 才是真正的

Fourier 相位。此外，由于 ξ+,×j 将不再像 K+,×
22 那样简单，这个系数是偏心率的函
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图 4-7 含偏心率时 (ei = 0.4) 的原始波形以及天琴的 TDI 响应波形，其余条件与
图4-4相同。图中也画出了相同情况下 ei = 0 时的对应曲线，以作对比。

数，因此也不得不将其与波形其他部分共同计算。

但上面的考虑是可以接受的，因为 Pℓm 只是 P+,× 的线性组合，理论上，我们

可以回到式(2-33)，即
H =

∑
j

h̃j,

h̃j = P+h̃
+
j + P×h̃

×
j ,

(4-14)

并重新将式(2-56)-(2-58)表示出来，即

ỹslr =
∑
j

T j
slr(f) : h̃j, (4-15)

T j
slr(f) = Gslr

(
f, tjf

)
, (4-16)

Gslr(f, t) =
iπfL

2
sinc [πfL (1− k · nl)] · exp [iπf (L+ k · (pr + ps))]nl ⊗ nl, (4-17)

这里 A : B = AijBij，⊗ 代表矢量积。这样我们就可以将空间探测器天线响应应用
到含偏心率的波形中了。
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4.2 GWSpace：多任务空间引力波数据模拟软件

基于以上内容，并结合了其他类型引力波源的生成与模拟，我们制作了用于空

间引力波探测的多任务科学数据模拟软件 GWSpace 1。该程序包以 Python 为主要
开发语言，涵盖了天琴、LISA 和太极三种类型的探测器，并支持双黑洞、银河系
致密双星 (Galaxy Compact Binary, GCB)、极端质量比旋近 (Extreme Mass Ratio
Inspiral, EMRI)、引力波暴等多种空间探测器引力波源，如图4-8所示。整体结构大
致分为以下几个模块：

图 4-8 GWSpace 程序包结构示意图，详见正文。

基础工具模块

• constants：定义程序中所需的基本常数及探测器相关约定。为确保不同语言
实现中使用一致的常数，安装时会通过 constants.h 自动生成。

• utils：提供诸如参数转换、坐标转换等常用工具函数。

空间探测器模块

• Orbit：基于 Orbit 类，为各种空间探测器提供轨道计算方法和相关属性，详
细内容请参考小节2.3.2.4。

1【软著登字第 13992820 号】——已正式公布于 GitHub：https://github.com/TianQinSYSU/
GWSpace。
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• Noise：基于 Noise 类，提供不同探测器在各构型及通道下的噪声 PSD、白矮
星前景噪声及灵敏度曲线信息。详细内容请参考小节2.3.2和节3.1。需要注意，
由于恒星级黑洞频率演化的特点，本课题将不考虑前景噪声的影响。

天线响应模块：response

• 负责计算时间域和频率域下 TDI 响应（如 X,Y, Z、A,E, T 通道）的传递函

数或响应后的引力波波形。详细内容请参考小节2.3.2。注意，本课题将采用适
用于啁啾信号的频域响应，这里的时域响应则通常与时域波形（例如 EMRI
和 GCB 波形）配合使用。

波形模块：Waveform

• BasicWaveform：所有具体波形类的基础类，定义了通用参数、属性和方法。
• BurstWaveform：提供一个基本的 sin-Gaussian 形状的引力波暴波形。
• EMRIWaveform：提供 EMRI波形接口，用来调用 FastEMRIWaveform (FEW)
程序包 2，该包支持 CPU 和 GPU 计算，广泛应用于高效生成 EMRI 信
号[190, 191]。EMRI 通常是由一个大质量黑洞和一个恒星级质量黑洞（或其他
致密天体）组成的系统，是空间探测器的一类重要引力波源。

• GCBWaveform：提供 GCB 波形接口。支持生成适用于银河系内致密双星的近
单频、振幅稳定波形。除此以外，该模块还支持调用 C 语言编译的 GCB 波
形代码 FastGB，该程序适用于涉及大量 GCB 系统时的波形加速计算，已在
MLDC 数据处理中得到应用[192, 193]。需要注意，后者的计算结果已经包含天

线响应，无需后续处理。

• BHBWaveform：提供双黑洞波形接口，该程序采用频域的 IMRPhenomD波形[130, 131]，

这是一个自旋同轴，不含进动效应的波形。为便于计算空间探测器的天线响

应，这里对 C 语言接口做了适当调整，并打包为 PyIMRPhenomD 供程序调用。
• BHBWaveformEcc：提供含偏心率的双黑洞波形接口，这里采用的波形就是本
课题所涉及的 EccentricFD 波形。同样，为适应空间探测器下对谐频拆分的
需求，我们对原始代码进行了修改，并制成子模块 pyEccentricFD 3。安装时

该子模块将会被自动配置。详细内容请参考节4.1。

随机引力波背景模块：SGWB

2https://github.com/BlackHolePerturbationToolkit/FastEMRIWaveforms
3已正式公布于 GitHub：https://github.com/HumphreyWang/pyEccentricFD。
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• 与上面提到的可分辨的引力波源不同，随机引力波背景 (Stochastic Gravita-
tional Wave Background, SGWB) 指的是大量独立随机的波源叠加而成的信
号，主要有宇宙学和天体物理两种起源方式。这里我们提供了 Gaussian 类型
背景信号的生成方法，支持各向同性以及单一指定方向的背景，并包含计算

响应后背景分布的接口。

示例模块

• 除了核心功能外，我们还提供了两组 Jupyter Notebook 示例文档，涵盖上述
各模块的运行实例，帮助用户更快上手和理解程序的使用方法。

我们已将本程序包中 LISA天线响应函数的计算结果与 Marsat等人[90] 的成果

进行了对比，二者高度一致[194]。当前程序包正持续迭代：我们增加了下一代 TDI
构型下的响应函数与噪声模型，并新增了双黑洞铃宕信号等多种波形接口。后续迭

代完成后，我们还将与其他 LISA 探测器模拟软件开展全面对比分析，以进一步验
证并优化模拟性能。

4.3 恒星级双黑洞信噪比与空间方位的关系

在小节2.3.2.4中我们提到，LISA 在围绕太阳旋转时，探测器平面指向并不固
定，而天琴探测器轨道平面指向是固定的（指向双白矮星系统 RX J0806.3+1527），
这是除了地心轨道以外与 LISA 探测器的又一主要不同。为了进一步探究这种设计
的影响，我们通过已制作的 GWSpace程序包，以恒星级双黑洞为例，计算不同方位
源的信噪比。

具体地，我们考虑类 GW150914 和类 GW190521 两种系统。前者是首个被探
测的引力波事件，代表了典型的恒星级黑洞质量大小；后者是质量相对较大的引力

波事件，其并合后生成的黑洞超出了 100M⊙，是典型的中等质量黑洞，对于探测早

期旋近阶段的空间探测器来说，探测这样质量偏大的双黑洞系统要更具优势。

表 4-1 GW150914 和 GW190521的源参数信息[7, 69]。表中质量参数均指源坐标系下
的质量。

GW150914 GW190521
m1 [M⊙] 35.6 98.4
m2 [M⊙] 30.6 57.2
DL [Mpc] 440 3310
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图 4-9 类 GW150914 源在天琴中的信噪比随空间方位的分布（TDI-A 通道）。红色
与紫色线分别代表了信噪比为 5 和 8 的等高线，白色等高线代表同一情况下系统在
天琴和 LISA 中信噪比相同的位置，详见图4-11。
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图 4-10 类 GW150914 源在 LISA 中的信噪比随空间方位的分布（TDI-A 通道）。该
图的颜色范围与图4-9相同，黄色线代表了信噪比为 6的等高线，颜色条上的白色刻
度代表该图中信噪比的最值。
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图 4-11类 GW150914源在天琴与 LISA中的信噪比差值随空间方位的分布，即图4-
9和4-10的值相减的结果。白色线代表同一情况下系统在天琴和 LISA 中信噪比相同
的位置，即差值为 0 的等高线。

表4-1列举了我们使用的源参数信息，由于这里我们主要探究的是空间方位的
影响，我们选取 IMRPhenomD 波形，并将其他角度参数和自旋参数设置为默认值 0。
随后，我们在黄经黄纬上均匀选取 401× 201 个点，考虑五年的观测时长，即假设

探测器将完整观测系统从并合前五年到并合时刻的过程，计算 TDI 构型下系统在
A,E, T 通道的信噪比。

对于类 GW150914 的源，天琴和 LISA 情况下的结果分别如图4-9和4-10所示。
为了方便对比，我们统一了二者的颜色条范围。可以看到，天琴探测器由于时刻指

向位于 λ = 120.5◦, β = −4.7◦ 的双白矮星系统，当双黑洞在天球上位于该系统相

同或对向位置时，在天琴中可以获得最高的信噪比。若双黑洞位置刚好处于探测

器平面与天球相交的大圆上，则获得的信噪比相对最低。并且由于这种指向性，导

致不同位置的信噪比差异悬殊。而 LISA 的结果中不同位置的源信噪比没有显著
差别。这是由于 LISA 的轨道设计使得其在绕日旋转时，轨道平面时刻与黄道面有
120◦ 的夹角，因此指向上并不固定，加之年量级的观测时长，使得结果得到了进一

步的平均。为了进一步对比两种探测器的差别，我们将二者对应的信噪比相减，如

图4-11所示。我们还将该图中对应信噪比差值为 0 的等高线也画入了天琴的信噪比
结果图中（图4-9）以供参考。显然，如果双黑洞位置处于天琴探测器平面与天球相
交的大圆附近的位置上，则 LISA 的信噪比要比天琴高，否则天琴将会更具优势。

- 62 -



第 4 章 空间引力波探测器数据模拟

-150° -120° -90° -60° -30° 0° 30° 60° 90° 120° 150°

-75°
-60°

-45°

-30°

-15°

0°

15°

30°

45°

60°
75°

SNR(TQ)=SNR(LISA)

3

4

5

6

7

SN
R(

TQ
)

图 4-12 类 GW190521 系统，其余同4-9。
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图 4-13 类 GW190521 系统，基本设置同4-10。该图的颜色范围与图4-12相同，黄色
线代表了信噪比为 4 的等高线，颜色条上的白色刻度代表该图中信噪比的最值。

对于类 GW190521 的源，结果和类 GW150914 的源较为相似，如图4-12、4-
13和4-14所示。较为不同的是，虽然其质量比 GW150914 大，但由于距离较远，因
此信噪比更低。此外，由于 LISA 相比于天琴的灵敏频段要略低，因此相比于天琴，
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图 4-14 类 GW190521 系统，其余同4-11。

其探测更大质量双黑洞时要更具优势。因此图4-14的等信噪比线要比图4-11囊括的
天区更小，即由于灵敏频段的差别，在双黑洞质量较高时，天琴相比 LISA 的优势
天区要朝着远离天琴轨道平面对应的位置缩小。这也同时说明了，如果考虑多探测

器联合观测，在信噪比得到提升的同时，还可以发挥各自探测器的探测优势，从而

更好地限制系统的物理特征。

需要注意的是，以上展示的均是 TDI-A 通道下的信噪比结果。这主要是因为
A 通道和 E 通道的信噪比表现相似，而 T 通道本身在设计上对引力波信号灵敏度
极低，往往被称作零通道 (null stream)。这是由于 A,E, T 通道构造时通过正交变

换实现了噪声的相互正交，而在物理上只有两个独立的信号探测器，剩下来的 T通
道，主要用于监测仪器噪声或随机引力波背景信号。因此这里不再展示每一个通道

的具体结果。在实际探测过程中，空间探测器的总信噪比通常定义为三个通道信噪

比的均方根，即

ρ =
√
ρ2A + ρ2E + ρ2T.

因此，实际的总信噪比会高于单一通道所展示的数值，但两者概念并不相同。我们

在下一章中也将统一在 A 通道进行数据处理，不再额外对其他通道进行讨论。
此外，引力波探测器并不能够确保开机后一直处于工作状态。LISA 的占空比

(duty cycle) 预期在 75% 左右[195]；天琴预计采用三个月工作，三个月待机的工作

模式，因此占空比约为 50%[28]。这会对信噪比的大小存在一定的影响，但是并不改
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变以上所讨论的信噪比随空间方位分布的特征。类似地，以上特征对于空间探测器

所探测的其他啁啾信号也具有广泛的适用性。在本课题中，我们将不考虑数据间隙

对数据处理的影响。

4.4 本章小结

在这一章中，我们实现了对本课题的目标引力波信号的模拟。我们结合前文介

绍的探测器轨道、噪声和响应等基本信息搭建了数据模拟软件 GWSpace。首先，我
们以 EccentricFD为例，指出了含偏心率波形中存在偏心率谐频，并在程序上完成
了谐频的分解，构建了 pyEccentricFD程序包，并将其作为子模块接入到 GWSpace
中。在此基础上，我们推导了含偏心率情况下的 TDI响应，指出不同偏心率谐频有
不同的谐频关系，并且需要像处理自旋权重球谐函数谐频一样，不同谐频分别计算

响应函数，以使得该响应符合实际的物理过程。GWSpace 支持多种空间引力波探测
器下的数据模拟，不仅支持本课题需要使用的含偏心率双黑洞波形的响应计算，还

支持其他多种典型空间引力波源，提供了多种实用工具和针对不同探测器的统一接

口，并提供丰富示例供用户学习使用，目前也在进一步迭代中。

最后，我们使用该程序包，对恒星级双黑洞信号信噪比和空间方位的关系给出

了讨论。通过探究典型的两种恒星级双黑洞系统（GW150914 和 GW190521），我
们验证了由于天琴探测器指向固定，在更靠近轨道平面指向（或指向的对向）位置

处的源会有更高的信噪比，天琴相比 LISA 更有优势，反之 LISA 更有优势。这也
说明了，虽然由于灵敏频段不同，对于同样的啁啾信号源 LISA 在探测更大质量源
时比天琴有优势，但在实际探测过程中探测能力依旧会受到其他参数的影响，因而

不能一概而论。

接下来，我们基于此生成包含探测器响应效应的、带偏心率特征的双黑洞波形，

并将其应用于模板库的构建。
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根据我们在图1-4所描述的，档案搜索首先需要从地面探测中获取候选事件的
源参数信息，以确定档案搜索时的参数空间范围。随后需要针对该参数空间生成波

形模板库，有了模板库以后就可以对空间探测器的（模拟）数据进行探测了。在本

章节我们将逐一探究这些过程，并着重讨论模板库的生成部分。

5.1 地面探测器网络的探测能力

首先我们需要利用 FIM 对下一代地面探测器网络的参数精度进行估计，以
分析地面引力波探测器可以将参数空间缩减的程度。同样，我们以 GW150914 和
GW190521 为例，考虑 ET + dual CE 多地面探测器联合探测。我们假定 ET 位于
意大利，一个 CE 位于美国的 LIGO Hanford 探测器位置，另一个 CE 位于澳大利
亚，这些位置信息均已记录在 LIGO 使用的软件包 LALSuite 中。需要注意的是，
这些位置并不代表这些探测器未来的准确位置，仅仅作为模拟的下一代探测器网络

配置。对于地面探测器方面的计算，由于不考虑进入地面探测器灵敏频段时的偏心

率，加之需要计算从旋近、并合到铃宕阶段，我们使用 IMRPhenomHM波形。我们还
使用模型 CosmicExplorerP1600143 和 EinsteinTelescopeP1600143 作为 CE 和
ET 的 PSD（对应图3-1中的蓝色与红色曲线），与此同时选取 1Hz 作为下一代地面
探测器的频率下限。对于红移 z 的计算，我们使用 Planck15 宇宙学参数[196]。

为了将地面与空间探测器的探测能力相对比，我们同时也计算了两个源在天琴

和 LISA 情况下的 FIM。与上一章相同，考虑总观测时长 Tobs = 5yr，探测器从
系统并合前五年观测到其并合时刻。对于空间探测器，我们将考虑偏心率的影响，

使用 EccentricFD 波形做计算。最终计算出不同参数可以达到的不确定度范围如
表5-1和5-2所示。

从结果来看，大部分精度估计结果与前人的工作相符合[80, 108]。对于不考虑偏

心率的情况，只有啁啾质量参数是空间探测器可以给出更高的精度估计的。因此，

在后面的研究中，我们将把其余所有参数固定，在空间探测器的档案搜索中只考虑

质量参数和偏心率，啁啾质量参数的取值范围则由地面探测器网络的估计结果决

定，即M ∈ [M0 − 10σM,M0 + 10σM]。在未来实际的档案搜索中，我们应该直接

使用实际引力波事件的参数估计结果，用该结果的不确定度范围来决定参数空间的

取值范围，我们将在下一章详细展开这部分的计算。在本章节的讨论中，由 FIM得
到的这些结果仍是一个合理且相对保守的估计。
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值得注意的是，从表中我们看到偏心率的不确定度在 ei = 0.1 时比 ei = 0 的情

况小了约五个量级。这正如我们在前文讨论的，前者由于偏心率谐频的存在，可以

帮助更为精确地限制偏心率参数，而后者，即当偏心率无限接近于 0 时，波形中只
存在主模，其他模式几乎可以忽略不计，因此相比来看更不易确定偏心率的大小。

需要注意的是，由于参数 ι 与 ϕc 的估计精度超出了它们的物理取值范围（即 [0, π]

和 [0, 2π]），因此在表中我们使用了它们的最大物理范围作为不确定度。这种现象

主要源于轨道倾角 ι 和光度距离 DL 存在显著的参数简并关系，因此二者的不确定

度都很大；而对于并合相位 ϕc，作为一个冗余的相位参数，其对其他参数的影响极

小，因此通常不关注这个参数。在此需要再次强调，Fisher 信息矩阵仅提供了探测
器参数估计精度的数量级参考，其结果具有一定的指导意义，但并不代表精确的精

度估计。本章节的研究旨在为后续档案搜索构建合理的模板库参数范围。

此外，表中空间探测器计算结果均为 TDI-A 通道的估计结果，而不是整个探
测器的总估计结果。这主要是因为在下一节生成模板库时，我们将以 A 通道为例
进行讨论，为便于比较，统一展示 A 通道的结果。实际上，如果考虑整个探测器的
综合估计，主要参数的不确定度范围将会缩减约 1.5 倍左右。这是因为探测器中存
在两个等效独立的通道，从量级上看，整体结果与单一通道相比差别不大，从而不

会改变上述结论。

以上，我们通过 FIM 给出了下一代地面探测器网络的参数估计精度，特别地，
其中啁啾质量的估计（外加后面将选取的不同的偏心率范围）将会作为后面模板库

生成时参数空间的取值范围，接下来就可以生成波形模板库了。

5.2 波形模板库的生成

如图5-1所示，将 GWSpace 相关的模块集成到 sbank 后，我们得到了适用于空
间探测器情况的波形模板库生成程序。具体地，我们做了如下增改：

• space_detector_psd：我们加入该模块以接入空间探测器的 PSD信息，方便
原 psds 模块调用；

• tau0tau3：这里保存了生成候选模板参数的多种生成器，我们针对本课题的情
况加入了无自旋的偏心率参数生成器 nonspin_ecc_param_generator 和无
自旋的偏心率与啁啾质量参数生成器 nonspin_ecc_mchirp_param_generator
及相关工具；

• ecc_waveform_lib：我们加入了该模块以方便接入制作好的 pyEccentricFD
波形程序包；
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图 5-1 sbank 程序包结构示意图（同3-7），橙色框的部分为本课题的增改部分，虚
线边框代表直接在原有程序中添加，全橙色模块代表新添加的程序模块，详见正文。

• SpaceDetectorResponse：根据模板库生成时的使用需求，我们取出 GWSpace
中探测器轨道和响应的计算制作成该模块接入程序中；

• waveforms：这里保存了各类波形模型的调用或计算方法，我们针对本课题
的情况加入了含偏心率和无偏心率的波形类（如 TQTDIAChannelTemplate和
TQTDIAChannelEccTemplate 等），以方便上两个模块的接入，并支持不同探
测器和 TDI 通道。

接下来，我们将利用该流水线生成对应的模板库，并针对生成结果进行讨论。

5.2.1 模板库大小及特征

按照上一节的配置，考虑探测器从系统并合前五年观测到其并合时刻共五年

的观测时长，啁啾质量范围 M ∈ [M0 − 10σM,M0 + 10σM]，计算最小匹配阈值

M = 0.97时多种情况下类 GW150914和类 GW190521源的波形模板库，以 TDI-A
通道为例，结果如表5-3所示。
首先是在档案搜索中只考虑啁啾质量的情形，其对应模板库大小可以控制在很

小的量级 (NT ∼ 103)，该结果也与 Ewing 等人[108] 的结果相符，也符合课题预期。

而对于仅考虑偏心率参数的情形，即 ei ∈ [0, 0.1]时，新的参数空间范围所需模板数

将比原有空间的高约 5 个量级。同一情况下，LISA 比天琴所需模板数略少，但在
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表 5-3 五年观测时长下不同参数空间的模板库大小。表中质量均为探测器坐标系下
的质量，带括号的数值由量级估计得出，详见正文。

GW150914-like GW190521-like

TianQin

ei
M [M⊙] M [M⊙]

=31.383 [31.383,31.391] =100.80 [100.80, 100.88]
=0 1 3034 1 4250

[0,0.001] 13 13372 6 15272
[0,0.01] 1197 (1.2× 106) 516 (1.3× 106)
[0,0.1] 117202 (1.2× 108) 49943 (1.3× 108)

LISA

ei
M [M⊙] M [M⊙]

=31.383 [31.383,31.391] =100.80 [100.80, 100.88]
=0 1 2070 1 3080

[0,0.001] 12 6857 5 10240
[0,0.01] 1020 (5.8× 105) 475 (9.7× 105)
[0,0.1] 100403 (5.7× 107) 44867 (9.2× 107)

同一量级，说明其对参数的区分能力比天琴稍弱，也进一步说明天琴对这一类源的

探测更具优势。注意，这里的结论和上一节 FIM 给出的结果略有差别，因为 FIM
给出的结果和信噪比相关，而模板库选取的是归一化模板，因此不随信噪比变化。

为了进一步验证我们生成的模板数大小，我们使用式(3-18)来估计理论上最小
模板数，即

NT =
1

(2
√
(1−M)/N)N

∫
Ω(λ)

√
det Γ̂µνdλ,

注意，这里与 Ewing 等人[108] 使用的公式相差了一个系数 (2/
√
N)N，考虑到这个

公式仅作为量级估计，对低维度的情况并不会产生显著影响。我们以天琴探测器的

情况为例，最终计算结果如表5-4所示。同表5-3中结果相比较，可见所有结果基本
处于同一量级，证明了我们生成结果的可靠性。

表 5-4 天琴探测器情况下模板库大小的理论预估

GW150914-like GW190521-like

ei
M [M⊙] M [M⊙]

=31.383 [31.383,31.391] =100.80 [100.80, 100.88]
=0 1 178 1 1611

[0,0.001] 16 5665 7 19430
[0,0.01] 1548 5.4× 105 643 1.9× 106

[0,0.1] 115186 4.0× 107 59875 1.8× 108
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图 5-2 模板库的啁啾质量分布情况。这里选取了表5-3中四个二维模板库作为例子
（即M ∈ [M0 − 10σM,M0 + 10σM], ei ∈ [0, 0.001] 情况）。直线和周围阴影区间表
示了均匀分布假设下直方图每个箱的高度和对应的符合 Poisson 分布的浮动范围。
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图 5-3 模板库的偏心率分布情况。这里选取的是表5-3中 ei ∈ [0, 0.1] 时四个只含偏
心率的一维模板库作为例子。直线和周围阴影区间表示了 e2 累积分布假设下直方
图每个箱的高度和对应的符合 Poisson 分布的浮动范围。

此外，我们还计算了生成的模板库中啁啾质量和偏心率参数在参数空间的分布

情况，如图5-2和5-3所示。对于啁啾质量 M，可以看到所有情况都是呈均匀分布。
虽然空间探测器对于啁啾质量可以给出更高精度的测量，地面探测器网络给出的这

样一个先验质量范围仍然是一个非常窄的范围，因此均匀分布是一个合理的结果。

而对于偏心率，可以看出其按照 e2 累积分布，该结果与前人工作中的理论估计相

符合[81]。那么基于已知的分布假设，我们可以算出直方图中每一个箱里预期的模板

数量 ζi，并且其浮动范围服从 Poisson分布，则该范围可以写为 [ζi+
√
ζi, ζi−

√
ζi]。
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我们将该信息同样展示在了图5-2和5-3中，可以发现该假设很好地解释了我们的结
果，进一步验证了结果的合理性。

然而，表5-3展示的所有情况并没有计算完全。这是由于随着参数空间增大，计
算消耗将会越高，特别是由于考虑偏心率以后的复杂度陡增。首先，不同于地面探

测器可以直接使用原始波形生成模板库，空间探测器需要考虑随时间变化的天线响

应。尤其考虑偏心率谐频时，计算速度比无偏心率情况慢约一个量级，因为每一个

谐频都要分别计算响应再加和。例如天琴的 ei ∈ [0, 0.1] 的一维模板库有 O(105) 个

模板，这样的模板库运行需要 ≲ 80 核时，除此以外还需要 ≲ 100GB 内存用以缓
存波形。因此，我们把 ei = 0.1 作为当前由于计算资源限制导致的空间探测器可探

测偏心率的上限（如图5-4）。
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图 5-4 不同模型下恒星级双黑洞轨道偏心率的分布情况（同图2-1）。这里我们增加
了红色实线以代表本课题得出的空间引力波探测器可探测最小偏心率。红色虚线代
表由于计算资源的限制，本课题所能生成的模板库偏心率范围的上限（详见正文）。
图中所有的偏心率大小均统一转换成在引力波频率 0.01Hz（下轴）或 1Hz 时（上
轴）对应的偏心率（见式(2-32)）。

介于参数的分布情况符合理论预期，我们可以根据现有结果给出合理的全

二维档案搜索空间模板库大小预期，如表5-3中带括号的数值所示。例如 M ∈
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[31.383, 31.391], ei ∈ [0, 0.1] 情况下，模板数预期量级约为 O(108)。诚然，这种将

两个一维情况的预期模板数直接相乘的做法会相对高估模板数的大小，但在量级上

并不改变已有的结论，即模板库生成在计算资源上依旧面临挑战。特别地，如果考

虑 EccentricFD 波形的最大偏心率适用范围，即 ei ∈ [0, 0.4]，模板数将预期达到

O(109)。对应地计算这样的模板库预期需要 ∼ O(106) 核时以及 ∼ O(105)GB 的内
存，因此将会带来显著的计算负担。

介于考虑偏心率参数时在模板库生成时存在的计算上的挑战，我们接下来将分

别证明偏心率参数存在的必要性和该模板库结果的有效性。

5.2.2 偏心率参数必要性检验
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图 5-5 不同偏心率的波形与无偏心率模板库匹配因子分布。红色线对应模板库的最
小匹配阈值 0.97，当匹配因子低于该值就说明探测器将足以区分含该偏心率与无偏
心率的波形。

为了具象化显示考虑偏心率的必要性，我们使用带不同偏心率，其余参数相

同的波形，与无偏心率的模板库匹配，如图5-5。我们使用了表5-3中仅含啁啾质量
时的四个模板库，然后分别计算不同偏心率情况下的信号与对应模板库的匹配因

子。因为模板库中偏心率被认为是 0，因此偏心率越大，错配程度就越高。总之，当
ei ∼ 5× 10−4 时，天琴或 LISA 就足以将其与无偏心率的情况区分开，我们也因此
把这个值作为空间探测器可以区分的最小偏心率（如图5-4）。从图中可以看到，这
个值在天体物理学上是一个非常小的偏心率值，因此偏心率参数在未来的探测和测
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量中是不可或缺的。另外，图中很多模型下预言的偏心率大小都比这个值要高，也

验证了空间探测器对偏心率的探测能力。

同时我们也探究了由于偏心率的偏差造成的对啁啾质量本身的估计偏差。显然，

随着偏心率偏差的增大，啁啾质量的偏差也会变得显著，ei = 0 时只有 ≲ 10−6M⊙，

而 ei = 0.1 时就变成了 ∼ 10−3M⊙。需要注意的是，这个啁啾质量范围是已经由档

案搜索所限制的范围，如果放到全参数空间，这个偏差将会更大。由此也说明了不

加入偏心率将会带来严重的系统误差，这在后续的数据处理中是不可忽略的。

5.2.3 模板库的有效性检验
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图 5-6 模板库的有效性与冗余度检验，详见正文。这里选取的是天琴情况下类
GW150914 源的二维模板库，即对应表5-3中含 13372 个模板的情况。

为了进一步检验生成的模板库是否有效，我们分别做了有效性与冗余度检验。

我们随机生成了 10000个参数在对应模板库参数范围内的测试波形，然后计算这些
波形与模板库的匹配程度。如果一个模板足够有效，那么几乎所有测试波形预期都

将有至少一个模板与其匹配程度大于最小匹配阈值 (M = 0.97)。如图5-6所示，我
们给出了 10000 个测试波形匹配因子的直方图。红色竖线表示阈值 M = 0.97，可

以看到只有 0.44% 的情况匹配因子低于 0.97，说明该模板库是有效的。
另一方面我们计算了模板库里每个模板之间的匹配程度。理论上，如果一个模

板库不存在冗余的模板，所有的匹配结果都将小于最小匹配阈值 (M = 0.97)。如
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图5-6所示，我们给出了每个模板的匹配因子的直方图。注意这个匹配因子的定义
中不包含模板和它本身的匹配。可以看到只有 6.22% 的模板是冗余的，因此并不会
造成过多的额外计算成本。

以上，我们证明了模板库大小的计算结果是合理的。这不仅是一个有效的模板

库，可以保证几乎所有在参数空间范围内的信号都被匹配到，而且模板库的冗余度

非常低。其他模板库的计算结果也基本相似，符合该结论，因此不再一一展示。也

就是说，我们没有过度高估或低估模板库的大小，前文提到的一系列结论，特别是

在计算资源上的讨论依旧成立。

5.3 信噪比阈值与探测率估计

匹配滤波实例分析 有了可靠的模板库生成程序，我们可以开始对一简单示例

进行实际的匹配滤波。考虑 LISA 中类 GW150914 的 ei = 0.1 的源作为注入源，并

叠加基于 TDI-A 通道 PSD 的 Gaussian 噪声。出于计算量的考虑，我们取一年的
探测时长（即并合前一年到并合时刻），因此为了信号有足够的信噪比，取光度距

离 100Mpc。随后我们生成 ei ∈ (0.099, 0.101) 的一维波形模板库，共计 1262 个模
板，对模拟信号进行匹配滤波。
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图 5-7 示例模拟事件的匹配滤波搜索结果。可以看到信噪比峰值非常接近注入的真
值，成功搜寻到了该信号。

每一个模板在匹配滤波时都将自动进行时间平移，得到信噪比的时序曲线。对

于模拟信号的匹配结果，我们取每一个模板得到的最大信噪比，如图5-7所示。可以
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看到模板中距离真值最近的 (ei = 0.09999946) 匹配到了最高的信噪比，成功探测到

了注入信号。

实际匹配滤波探测过程与生成模板库不同，在生成模板库时，只需要通过一系

列内积积分来计算匹配因子，因此，我们可以在保证内积计算精度的前提下，采用

更稀疏的频率序列计算内积。在 sbank 程序中，我们自动判断频率序列的稀疏程
度，直到内积结果收敛，因此显著提升了计算速度。而实际的引力波信号是以探测

器采样频率为基准的，根据 Nyquist 采样定理，这个频率一般是探测器频率上限的
二倍，具体到空间探测器，对于天琴取 2Hz，对于 LISA 则一般取 0.2Hz。因此，如
果考虑五年的观测时长，数据长度将高达 O(108)，即便对于 LISA 也只少了一个量
级。这也是我们在上面的示例中选取稍短观测时长的原因，类似的选取也会在下一

章节的处理中使用。

显著度分析 为了实际分析探测器的噪声统计特性，我们继续利用以上示例，

对噪声进行显著度分析，首先我们需要计算 p值 (p-value)。我们生成只有 Gaussian
噪声不含注入信号的模拟数据，并采用相同的模板库进行匹配滤波。因此所有的信

噪比结果无论大小均由噪声产生。我们将每一个模板在匹配滤波时获得的信噪比序

列汇总排序，从而得到信噪比的生存函数 (Survival Function)，即 SF = 1 − CDF，
其中 CDF 为信噪比的累积分布函数 (Cumulative Distribution Function)。假设数
据长度为 N，在理想情况下，每个模板利用时间平移方法可以产生 2N 次匹配结

果。整体上，所有模板加起来的匹配次数为 2N ×NT，但由于我们始终都在针对一

个数据长度为 N 的事件探测，因此对于该事件的 p 值可以定义为

p-value = SFSNR × 2N ×NT

N
, (5-1)

该 p值用于评估在仅有噪声存在的条件下，产生与候选信号相同或更高信噪比的概
率。需要指出的是，由于模板之间存在相关性，以及时间平移时数据在时域上的相

关性，实际独立的匹配次数要更低，这里只是给出一个 p 值的大致估计。
如图5-8所示，我们展示了信噪比与 p 值关系的计算结果，显然，信噪比越大，

该信号完全由噪声产生的概率就越低。在仅含噪声的情况下，由于 Gaussian 噪声
假设，其生存函数（以及由此计算的 p 值）呈现 Rayleigh 分布，在半对数坐标下
呈现二次函数曲线形状，符合理论预期。而由于大部分信噪比都堆积在小信噪比处，

我们在图中只画出了较高信噪比的尾部。为了对比，我们将含信号情况下的情况也

画在了图中。需要注意的是，实际意义上的 p 值指的是在只有噪声存在的条件下产
生极端结果的概率。数据中存在信号时，所谓对背景的统计分析会出现偏差，整体

背景分布向更高信噪比的尾部倾斜，从而使得 p 值评估变得不再准确。
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图 5-8示例事件条件下信噪比与 p值的对应关系。红线代表模拟信号中包含注入源，
蓝线代表模拟信号只含 Gaussian 噪声。

p 值为信号的显著度提供了重要指标。在实际数据处理中，将根据实际情况设
置 p 值阈值，并认为低于此 p 值的事件是显著的。p 值阈值与所允许的误警率密切
相关，因而影响信噪比阈值的选取。接下来我们将简要估算档案搜索情况下的信噪

比阈值。

信噪比阈值分析 有了上一节模板库大小的估计，我们可以给出档案搜索下空

间探测器的信噪比阈值。考虑稳态 Gaussian 噪声假设，探测器的信噪比阈值可以
由下式给出[94]

ρthr =

√
−2 ln FAP

A×NT

, (5-2)

FAP 为误警率，A×NT 是假定所有模板均相互独立时模板库的大小。但是，实际

生成的模板不可能完全独立，且考虑到我们选择的最小匹配程度是 M = 0.97，这

种情况下的模板是高度互相关的，因此我们这里加入了一个修正因子 A。为了方便

与前人的工作[94, 108] 相互比较，我们这里临时地取 A = 1。目前，地面探测器考虑

的典型探测阈值为 FAP ∼ 10−3，而考虑到本课题的结果，即预期档案搜索模板库

大小将为 NT ∼ O(108)−O(1010)，那么对应地有 ρthr 将最高达到 7.12。之前的研
究中由于没有考虑偏心率，导致前人的结果 ρthr ∼ 5 相比我们的 ρthr ∼ 6− 7 结果

更加乐观[108]。

事实上，因为在此情况下模板之间是高度互相关的，所以上文提到的这些信噪

比阈值仍然是一个保守估计。除此以外，FAP 在档案搜索情况下应有适当抬高，这
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图 5-9 由式(5-2)估算出的信噪比阈值与模板数和 FAP 的相关关系（此处取 A = 1）

是因为地面已探测到该事件本身将提高该事件的可信度，但其对信噪比的改变较

小。图5-9展示了基于式(5-2)，信噪比阈值与模板数和 FAP 的相关关系。
探测率分析 一个引力波探测器在指定观测时长范围内的总探测数量也与信

噪比阈值高度相关。基于已公布的引力波事件原表 GWTC-3[38] 中恒星级黑洞的质

量分布信息，Seto 和 Kyutoku 提供了一种估算总探测数的方法[197]：对于天琴和

LISA，均有
Ntot ∼ 2(T/4yr)3/2(ρthr/10)

−3, (5-3)

虽然该公式使用准圆轨道波形计算得出，其在偏心率 e5mHz ∼ 0.05 时仍然不会有显

著差别，因此也适用于低偏心率情况下的估计。通过使用该公式作为参考估计，考

虑由于偏心率的引入，档案搜索信噪比阈值从 ∼ 5 提高到本课题的 ∼ 7，总探测数

Ntot 会从 ∼ 22.4降到 ∼ 8.1。但如果考虑全参数空间的信噪比阈值 ρthr ∼ 15[94]，总

探测数将只有 ∼ 0.83。因此，相比于全参数空间，档案搜索将显著降低空间探测器

所需的信噪比阈值，提高恒星级双黑洞的探测数量，有利于对系统物理特征的进一

步探究。

5.4 本章小结

在这一章中，我们给出了完整的空间探测器波形模板库生成流水线，并对空间

探测器的匹配滤波探测给出了进一步讨论。

首先，我们通过 FIM 评估了地面探测器网络和空间探测器的探测能力并对比
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讨论，发现除了偏心率以外，空间探测器可以在地面探测器基础上进一步限制精度

的参数只有啁啾质量，与前人工作结论相符。

随后我们通过增改只适用于地面探测器的模板库生成程序 sbank，使其支持空
间探测器情况的计算，并据此生成了不同参数空间下的模板库。通过分析这些模板

库的参数分布情况、模板库大小与理论估计值的对比以及评估模板库的有效性和冗

余度，我们多方面验证了结果的可靠性和实用性。此外，我们还指出了虽然档案搜

索参数空间已经足够小了，但当引入偏心率参数以后，其模板库大小会在量级上猛

增，在计算资源上带来极大的挑战。因此我们评估了偏心率参数的必要性，发现天

体物理学意义上非常小偏心率的情况，空间探测器仍然有能力区分这样的参数，证

明了空间探测器对偏心率的探测能力，也说明偏心率在未来的空间探测中不可或

缺。

随后我们通过一个简单示例实际进行了匹配滤波过程，并探究了该情况下的 p
值情况。最后我们根据已有的结果重新给出了档案搜索条件下的信噪比阈值及探测

率估计。

接下来我们将移步信号的测量部分，对档案搜索得到的信号进行参数估计。
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第 6 章 基于档案搜索的信号测量

根据我们在图1-4所描述的，在通过档案搜索从空间探测器中获得信号以后，我
们将结合地面探测器已有的参数估计结果，对该信号给出进一步的限制估计。由于

空间和下一代地面探测器均尚未运行，因此我们将以类 GW190521源为例，针对该
模拟信号进行多方位的参数估计。

需要指出的是，空间探测器的实际观测数据还会包含来自超大质量黑洞合并和

双白矮星等多种天体源的引力波，这些信号可能与目标恒星级双黑洞信号发生混

叠。本研究中为简化分析，所采用的模拟数据仅包含目标恒星级双黑洞系统的信号。

PyCBC Inference 是 PyCBC 中专门用于引力波参数估计的模块，集成了多种
似然函数模型，并支持 emcee、dynesty、nessai 等多种采样器的接口。在本章中，
我们将使用该模块进行参数估计分析。

6.1 地面探测器网络的参数估计

正如上一章所提到的，通过 FIM 进行参数估计只能给出参数的不确定度范围，
而无法给出测量参数的概率分布。因此，我们首先需要假设存在下一代地面探测器

网络的数据，通过贝叶斯推断得到该情况下的参数估计。

为了考虑更加实际的情况，我们考虑两个 CE探测器分别位于经纬度 (−125◦, 46◦)

和 (−94◦, 29◦) 的位置，臂长分别为 40km 和 20km，同时更新了各自对应的噪声曲
线 1。ET 的配置与上一章保持一致。此外，我们设定 CE 的频率下限为 5Hz，ET
的频率下限为 2Hz，并采用 IMRPhenomXPHM 波形模型。我们将从并合前 254 秒到
并合后 2 秒的共计 256 秒的时间范围作为地面探测器的实际分析时间。为了保证
信号在空间探测器中有足够高的信噪比，我们取光度距离为 DL = 100Mpc。虽然
IMRPhenomXPHM 波形包含自旋效应，但为了与空间探测器的参数估计保持一致，我
此处我们统一假设所有自旋均为 0且固定不变。我们假设数据包含注入源和基于噪
声 PSD 的 Gaussian 噪声，其余注入源参数和先验信息如表6-1所示。
通过使用 PyCBC Inference 模块，我们计算了该系统被下一代地面探测器联

合探测时后验概率分布情况，如图6-1所示。可以看到，由于选取的光度距离更近，
大部分参数估计精度在量级上比表5-2中的结果更小或相符合。此外，所有的后验概
率都呈现类 Gaussian 形状的分布，并且均为单峰。这主要是由于多探测器联合探
测，使得参数之间的简并效应显著减弱，更重要的是，下一代地面探测器对于恒星

1https://dcc.cosmicexplorer.org/CE-T2000017/public
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级双黑洞的探测能力显著提升，例如对于该源，地面联合探测信噪比估计约为 104，

相比当前地面探测器网络提升了两个量级，因而显著提升了参数估计精度。

我们在接下来的空间探测器的参数估计中，把本节得到的后验概率分布作为已

知的结果，将大部分参数固定在该结果中参数的中值位置，对其他参数进行下一步

处理。

图 6-1下一代地面探测器联合探测示例源的后验概率分布情况。红色线代表真实值，
二维分布图中的等高线表示了 50% 和 90% 置信区间范围，一维边缘分布图中蓝色
虚线分别代表中值位置和 90% 置信区间范围。
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6.2 参数估计与方法测试

pyEccentricFD → GWSpace eccfd_plugin PyCBC

图 6-2 通过 eccfd_plugin 实现 PyCBC 对空间探测器参数估计的支持

我们首先通过 PyCBC 的插件功能，将结合空间探测器响应的 EccentricFD 波
形通过 GWSpace计算以后利用插件接入 PyCBC Inference，再结合 PyCBC已经包
含的噪声 PSD 信息，实现其对空间探测器情况下含偏心率信号的参数估计支持。

图 6-3零噪声假设下，使用外差似然方法和 dynesty采样器，计算 e0.01Hz = 0 时的
参数估计测试结果。红色线代表真实值，二维分布图中的等高线表示了 50%和 90%
置信区间范围，一维边缘分布图中蓝色虚线分别代表中值位置和 90% 置信区间范
围。
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图 6-4 e0.01Hz = 0.1 时的测试结果，其余与图6-3相同。

为了测试我们整合程序的有效性，我们使用 dynesty 采样器，取活跃点 1000
个，并通过贝叶斯证据 Z 定义程序停止判据 d logZ = 0.1，同时我们选取了与地

面探测器情况相同的较宽质量范围的均匀分布作为先验，即 Uniform(100, 102)M⊙。

出于计算量的考量，我们取总观测时长 Tobs = 1yr，考虑 LISA 探测器场景，高频
截断为 0.1Hz，并使用外差似然估计的似然函数模型。在本章中，我们展示的均为
探测器总参数估计结果，即综合了 A,E, T 三个 TDI 通道的参数估计计算结果。
需要注意的是，外差似然估计模型需要有一组固定参数用来生成基准波形（详

见式3-28），因此我们将上一节得到的参数估计结果作为该组参数值以及所有未采
样参数的固定值。由于我们假设地面探测器不提供任何偏心率参数限制，因此对于

基准波形的偏心率参数，我们取注入值。此外，我们可以通过边缘化相位参数以进

一步减少复杂度，提升计算速度，但为了探究相位与我们关注的参数可能存在的相

关关系，我们暂时关闭了该选项。因此，并合相位 ϕc 将同时作为需要采样的参数，

我们以它的物理边界作为其先验范围，即 Uniform(0, 2π)。

最后，我们之前使用的偏心率参数定义在信号的初始位置，即初始偏心率由初
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始频率定义，该频率由观测时长决定，即 fi = (5/256)3/8π−1M−5/8T
−3/8
obs 。然而，实

际参数估计时，特别是涉及加速运算的似然函数模型，在计算的过程中起始频率的

选取会出现变化。因此，在本章节中，我们统一将偏心率定义在 0.01Hz 处。
在数据不含噪声的假设下，最终的测试结果如图6-3和6-4所示。可以看出，在

零噪声假设下，含偏心率与否的参数估计结果均成功还原了注入值。首先，对于无

偏心率的情况，为了测试参数间的相关关系和低偏心率时参数估计的行为，我们

在此处将偏心率也作为采样参数，先验范围为 Uniform(0, 0.02)。由于注入源不含
偏心率，因此偏心率的一维分布向零端倾斜，但由于注入值出于边界，因此该参数

的估计上存在一定偏差。通过观察啁啾质量和偏心率的半月形二维分布可以发现，

偏心率和啁啾质量存在一定的简并关系，这一点也与前人的参数估计或理论近似

相符[74, 198, 199]。并合相位在这里呈现 π 周期性，这是因为在只考虑引力波的主模

时，波形中相位部分的形式类似于 exp(2φ)，因此符合理论预期。而同时需要注意
到，质量比和并合相位存在较强的简并关系，可能的原因是质量比会显著影响相位

的演化，进而对并合相位的测量产生影响。由于本课题主要关注含偏心率的信号处

理，因此在接下来的分析中，我们将不再针对无偏心率注入信号的情况对偏心率参

数采样。

含偏心率的测试结果除了无偏心率时存在的相关关系以外，还出现了更多的结

构。如图6-4，质量比的分布出现了显著的多峰结构，而并合相位则出现了三个峰。
通常并合相位的周期性和简并关系与其同极化角的耦合有关，但这里极化角是固定

的，并未参与采样。加之质量比出现了显著的多峰，这可能是由于偏心率谐频的引

入导致相位项出现了更复杂的特征，谐频之间更容易出现混淆，进而浮现出了新的

简并关系。

由于这里我们使用了外差似然来加速计算，为了确保上述结构不是外差所导致

的，我们使用基本的 Gaussian 似然函数模型重新计算以上示例。由此，所有的计
算都将按照原始的采样频率计算，即 0.1Hz，对应的数据长度将近百万，而不是像
外差似然一样通过只有上千个点的稀疏的频率序列来计算。因此考虑到计算资源的

限制，我们相比上文缩小了质量的搜索范围（如表6-1所示）。我们观察到，在此情
形下使用 dynesty 采样器时，其收敛速度较慢且后验分布呈现出较为松散的特征。
为提高层级采样效率，我们改用 nessai 采样器。在后续讨论中，我们将继续采用
nessai，并固定活跃点数为 1000 个，停止判据 d logZ = 0.1。

我们首先使用了 nessai 采样器对外差似然情况做了重新计算，结果与图6-
3和6-4几乎一致，因此不再额外展示。这样对应地排除了由采样器本身造成的采样
偏差问题。随后我们计算了 Gaussian 似然函数模型下的结果，如图6-5和6-6所示。

- 86 -



第 6 章 基于档案搜索的信号测量

图 6-5 零噪声假设下，使用 Gaussian 似然函数和 nessai 采样器，计算 e0.01Hz = 0
时的参数估计测试结果，其余条件与图6-3相同。

图 6-6 e0.01Hz = 0.1 时的测试结果，其余与图6-5相同。

- 87 -



中山大学理学博士学位论文

通过与之前的测试对比，可以看到，质量比和并合相位的多峰结构与简并特征

是引力波信号物理上所具有的，而非参数估计模型造成的偏差。与此同时，由于

Gaussian 似然函数情况下的详细计算，所得到的后验概率相比之前的结果在边缘
处延伸出了更多的细节，因此后验概率的置信范围相对较宽。在下一节，我们将结

合地面探测器的概率分布，提供更具体的质量先验范围，进而得到更实际的结果。

6.3 参数估计结果

6.3.1 核密度估计与先验范围

在上一节中，我们讨论了不同似然函数和采样方法的测试结果，最终确定使用

Gaussian 似然函数并采用 nessai 采样器做计算。针对质量参数，为了测试目的，
我们手动设定了一个较宽的啁啾质量和质量比范围。然而，地面探测器给出的结果

实际上是一组多维的概率密度分布，而不仅仅是单个参数的取值范围或简单的上下

限。因此，我们可以直接从后验概率中提取出完整的多维分布函数，并将其用作空

间探测器注入的先验信息（如表6-1所示）。

+1.0085e2

(M ) = 100.8536+0.0015
0.0015  100.8536+0.0016

0.0015

0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007
(M ) +1.0085e2

1.71775

1.71800

1.71825

1.71850

1.71875

1.71900

1.71925

1.71950

1.71975

q

original
KDE

q = 1.71869
+0.00046

0.00049
 1.71868

+0.00047
0.00050

图 6-7 通过 KDE 构建概率密度函数，得到的分布结果与原数据几乎完全一致。

这个过程可以通过核密度估计 (Kernel Density Estimation, KDE) 来实现。这
是一种非参数的概率密度估计方法，通过对数据点平滑处理来重构数据的概率密度

函数。基本思路是在每个数据点上应用一个平滑的核函数，例如使用 Gaussian 核
将每个数据点“扩展”成一个多维 Gaussian 分布，然后所有这些核函数叠加，即
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得到该数据组的整体概率密度估计。如图6-7所示，该图展示了图6-1对应的地面后
验分布通过 KDE 重构出的质量参数的概率密度，并根据此分布重新采样得到的结
果。总体上 KDE 能够非常准确地还原原始分布的特征，因此我们将在后续分析中
利用这一方法得到的先验信息，重新进行参数估计。

图6-8和6-9展示了对质量参数应用 KDE 后得到的参数估计结果。由于地面探
测器本身对质量参数范围的限制已经足够严格，相较于上一节的测试结果，这里的

先验范围已经集中在质量比多峰结构中的一个峰内。因此，无论是否考虑偏心率，

参数估计结果均不再呈现多峰结构。所有注入参数均成功还原，同时参数估计精度

也显著提升。这得益于地面探测器先验的约束，特别是大部分参数得以固定，我们

所获得的测量精度相比于前人对探测能力的预期也有进一步的提升[81, 89]。

为了进一步探究更实际的参数估计情况，我们在注入信号中引入了基于各 TDI
通道 PSD 的 Gaussian 噪声。受噪声影响，参数估计结果虽然不再像无噪声时那样
贴近真值，但真值依然落在后验概率分布的置信区间内，且整体参数估计精度与无

噪声情况下的差别较小。因此，在档案搜索的情形下，即便考虑噪声因素，空间探

测器对质量和偏心率参数的约束能力依旧得以保持。这进一步说明，通过整合来自

地面和空间探测器的不同信息，档案搜索方法能够有效缓解参数间的简并关系，从

而降低参数估计的难度。

1e 5+1.00852e2

(M ) = 100.852293+0.000013
0.000012  100.852290+0.000013

0.000013

27 28 29 30 31
(M ) 1e 5+1.00852e2

1.7187

1.7188

1.7189

1.7190

1.7191

1.7192

1.7193

q

zero noise
Gaussian noise

q = 1.71906
+0.00019

0.00019
 1.71905

+0.00019
0.00017

图 6-8 无噪声和 Gaussian 噪声假设下，使用地面探测估计结果由 KDE 算出的质量
参数分布作为先验范围，计算 e0.01Hz = 0 时的参数估计结果，其余条件与图6-5相
同。红色线代表真实值，二维分布图中的实线（虚线）等高线表示了 50% (90%) 置
信区间范围，一维边缘分布图中虚线分别代表中值位置和 90% 置信区间范围。
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图 6-9 e0.01Hz = 0.1 时的参数估计结果，其余与图6-8相同。

然而，即便是考虑较少的参数空间维度，Gaussian 似然函数模型下的计算速度
依然不能满足我们的要求——以图6-9为例，该参数估计过程共需 O(103) 核时。如

果考虑天琴探测器的情况，由于高频截断在 1Hz，因此对应数据长度还要再高一个
量级。此时不只是计算时间的问题，对应的内存需求也随之增加。因此虽然我们得

到了合理的参数估计结果，这种方式并不能应用于实际的数据处理过程。接下来我

们将重新讨论外差似然估计方法，并对其有效性进行评估。

6.3.2 参数估计的加速

由于上一小节中对计算资源的需求，我们重新利用外差似然估计方法计算 KDE
先验情况下的后验概率，结果如图6-10和6-11所示。对比图6-8和6-9，可以看出二者
几乎不存在分布上的差别。我们在上一节中发现的 Gaussian 似然比外差似然获得
的结果更宽的现象，在这里也几乎可以忽略不计。这同样是由于先验范围变窄加之

多峰结构的消失，使得外差似然方法的计算结果偏差程度显著减小。并且，同样情

况下，外差似然可以将计算时长从原本的 O(103) 核时缩减为 O(10) 核时，获得了

两个量级的提升的同时不再需要占据大量内存，缓解了计算资源的消耗。
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图 6-10 无噪声和 Gaussian 噪声假设下，使用外差似然方法计算 e0.01Hz = 0 时的参
数估计结果，其余条件与图6-8相同。
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图 6-11 e0.01Hz = 0.1 时的参数估计结果，其余与图6-10相同。

有效性检验 然而，外差似然估计方法的使用前提是满足“波形的振幅相位随

频率是缓变的”这一基本假设。对于含有多个偏心率谐频的波形，这样的假设似乎

并不能成立。为了进一步探究外差似然在含偏心率情况下的有效性，我们把所有参
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数均固定，只保留偏心率作为采样参数。因此，我们可以直接在给定的偏心率范围

内均匀取点，然后分别计算它们的似然函数值。

通过对完全相同的点集分别使用 Gaussian 似然和外差似然两种方法计算，最
终得到 e0.01Hz = 0.1 情况下的结果如图6-12所示。这里的 loglr 代表对数似然函数
比，具体指的是似然函数与只含噪声情况下似然函数的比的对数值，即回到式3-27，
Gaussian 假设下有

logP (D|λi, I) = logα− 1

2
[(D|D) + (h(λ)|h(λ))− 2(h(λ)|D)] , (6-1)

其中 α 代表该正比关系的系数，因此为一常数。那么考虑数据中只含噪声，此时的

似然函数可以写为

logP (D|n) = logα− 1

2
(D|D), (6-2)

对于一个指定的数据，这个值为一常数，因此在实际处理过程中只需要计算一次。

则实际需要计算的物理量，即

loglr = (h(λ)|D)− 1

2
(h(λ)|h(λ)). (6-3)

对于参数估计，我们往往更关注不同参数处似然函数间的差别，因此常常用 loglr
代替实际的似然函数值以做分析和展示。
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图 6-12 e0.01Hz = 0.1 时 Gaussian 似然和外差似然方法的结果比较。橙色线代表
Gaussian 似然的似然函数计算结果，蓝色线代表外差似然的结果，红色区域代表由
图6-11中得出的偏心率一维边缘分布的 90% 置信区间范围。
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从图中曲线我们可以看到，两种方法均成功找到了真值所在位置，并且似然函

数的形状相同。只是对于外差似然，由于加速的需求使得波形计算时损失了一些细

节，因此相比 Gaussian 似然的结果存在浮动。此外，噪声的似然函数计算也会存
在偏差，因此在图中表现出整体的上下偏移。红色线代表了上一小节得到的偏心率

一维边缘分布的 90% 置信区间范围，这一范围远小于似然函数出现显著变化的范
围。我们将该图放大，如图6-13，该范围依旧位于似然函数峰值处左右。
我们还探究了更小偏心率情况下的结果，考虑 e0.01Hz = 0.01，此时两种方法得

到的结果几乎重合。这说明 e0.01Hz = 0.1 时出现的浮动和偏差不是方法本身的不同

导致的，而是随着偏心率的增加，偏心率谐频效应越来越明显，外差似然带来的偏

差就越来越多。不过考虑到 e0.01Hz = 0.1 虽然在天体物理上是相对显著的偏心率，

在波形生成的角度依旧是一个较小的偏心率 2。特别是考虑到档案搜索情况下较窄

的采样范围，该方法得到的结果依然具有可信度。这也是上面外差似然与 Gaussian
似然得到的后验概率结果相差无几的原因。

基于以上分析，我们将继续使用外差似然的方法加速对于 e0.01Hz = 0.1 时其他

情况的参数估计与讨论。在未来的参数估计中，则需要针对高偏心率情况进一步优

化似然函数的加速方法。
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(a) e0.01Hz = 0.1
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(b) e0.01Hz = 0.01

图 6-13 e0.01Hz = 0.1 和 e0.01Hz = 0.01 时两种方法的似然函数结果的进一步对比。
e0.01Hz = 0.1 情况即图6-12放大后的结果展示。

2例如很多含偏心率的波形将适用上限设计在初始偏心率为 0.1 处，以方便忽略 O(e2) 项带来的
效应。
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图 6-14 天琴探测器情况下 e0.01Hz = 0 的参数估计结果，与 LISA 不同，天琴使用
1Hz 作为频率上限。其他条件与图6-10相同。
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图 6-15 e0.01Hz = 0.1 时的参数估计结果，其余与图6-14相同。

天琴的参数估计 在确认了外差似然的有效性以后，我们由此可以对天琴探测

器的情况给出参数估计结果，如图6-14和6-15所示。天琴的频率上限取 1Hz，但由
于外差似然本身的优化，这种计算依然只需要 O(10) 核时。相比于 LISA 的情况，
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该源在天琴中信噪比更高（总信噪比天琴约为 42，LISA 约为 16），因此在啁啾质
量和偏心率参数上均有更好的限制能力。与此同时，该参数估计结果也与前人工作

中的探测能力预期相吻合[80, 87]。
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图 6-16 Gaussian 噪声假设下，联合探测时 e0.01Hz = 0 的参数估计结果，其他条件
与图6-14相同。这里把天琴和 LISA 单独探测时的结果也一并绘制，以作对比。
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图 6-17 e0.01Hz = 0.1 的参数估计结果，其余与图6-16相同。
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联合探测的参数估计 在成功计算了天琴和 LISA 的参数估计结果后，我们得
以尝试针对两个探测器联合探测情况给出进一步讨论。如图6-16和6-17所示，我们
同时绘制了相同条件下单探测器的参数估计结果以作对比。我们还测试了将天琴频

率上限也设置为 0.1Hz，结果并无显著差别，这主要是因为旋近阶段系统在高频处
的信噪比贡献并不高。因此，天琴在联合探测中对参数的限制贡献更显著，其原因

主要在于信噪比的差别，而非频段上的差异。同时可以看到，这种差异对于啁啾质

量和偏心率这种主导参数的影响尤为显著，而在质量比参数上并没有显著差别。

6.4 本章小结

在这一章中，我们在档案搜索的基础之上实现了后续的参数估计流水线，并深

入讨论了参数估计中涉及的多种方法。首先，我们更新了更实际的地面探测器配置，

并利用贝叶斯推断重新评估了地面探测器网络对参数的限制能力，参数估计结果符

合预期。随后，我们将该结果作为空间探测器的先验信息，以用来进行下一步的参

数估计。

我们通过编写插件的方式实现了 PyCBC 对空间探测器参数估计的支持。然后
我们针对不同的采样器和似然函数进行了初步的测试，并同时根据测试结果验证了

啁啾质量和偏心率的简并关系。此外，我们还发现偏心率的引入使得质量比与相位

参数间产生了进一步的简并，并带来质量比参数的多峰结构。

为了充分利用地面探测器提供的信息，我们使用核密度估计的方法重构了质量

参数的分布情况，并将该分布直接作为先验信息。由此，我们成功还原了注入参数，

并指出由于地面探测的约束，使得档案搜索参数估计可以进一步限制参数范围，从

而有效缓解参数间的简并问题。但传统的似然函数计算非常消耗计算资源，因此我

们还讨论了使用外差似然方法的计算结果，并对其在较低偏心率情况下的有效性给

出讨论。得益于外差似然的加速计算，我们不仅把计算时间缩短了两个量级，还可

以在数据中存在噪声的假设下分别计算天琴和 LISA 以及二者联合探测情况下的结
果，这些结果均符合前人工作中预期的参数估计能力。

由此，我们成功实现了全过程的空间引力波档案搜索流水线。
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过去的诸多研究均表明，偏心率的演化为揭示恒星级双黑洞系统的形成机制提

供了重要判据。空间引力波探测器将有能力探测恒星级双黑洞的早期旋近阶段。因

而相比于主要探测并合前后信号的地面探测器，空间探测器将更有可能捕捉到系统

早期的偏心率演化。然而，恒星级双黑洞的空间引力波探测尚存在计算成本上的巨

大挑战。对此，前人提出了一种多波段的探测方法——档案搜索。这种方法旨在针

对地面探测器确认的引力波事件，在空间探测器数据中回溯搜索与之对应的信号。

本课题根据该理论方案，实现了首个涵盖“数据模拟-信号探测-信号测量”全过程
的恒星级双黑洞空间引力波档案搜索流水线。同时，我们还针对偏心率参数在流水

线的各个部分给出了进一步的优化或讨论。

我们首先实现了一个多任务空间引力波数据模拟软件 GWSpace。特别地，因为
偏心率谐频的引入，我们推导修正了包含偏心率参数的双黑洞波形对应的 TDI 天
线响应函数的计算，并针对 EccentricFD 波形在程序上补充了谐频分解部分。该
修改公布成为了 pyEccentricFD 程序包，并作为子模块接入到了 GWSpace 中。除
了本课题的使用场景，GWSpace 还支持大质量双黑洞、GCB 和 EMRI 等多种引力
波源的模拟，提供了丰富的接口与实用工具，因此有非常好的扩展性，特别是统一

了不同空间探测任务的接口，将非常有利于多探测器联合探测情况的数据处理。

随后，我们实现了档案搜索情况下空间探测器波形模板库的生成，进而实现了

探测流水线。我们评估了地面探测器网络的探测能力，并以此确定档案搜索时啁啾

质量的参数范围。以地面探测器使用的模板库生成程序 sbank为基础，我们通过增
改实现了其对空间探测器情况的支持。我们还在方法介绍的部分通过简单情况下的

示例，阐述了随机模板放置算法的基本逻辑。通过基于波形模板库参数分布及有效

性等方面的分析，我们验证了生成模板库的大小和特征符合理论预期。考虑合理外

推已计算的模板库的结果，我们发现包含啁啾质量和偏心率的全档案搜索空间的模

板库预计有 ∼ O(108−9) 个模板。这比不含偏心率时的模板库大小要增加五个量级，

并且在计算资源上预期要 ∼ O(106) 核时以及 ∼ O(105)GB 的内存。因此，空间探
测的模板库生成在计算资源方面仍然面临挑战，这主要是由于天线响应函数和含偏

心率波形计算的带来的复杂性。但与此同时，我们发现，在初始偏心率 ei ≳ 5×10−4

时，空间探测器就可以将含有该偏心率的信号与无偏心率的情况区分开，这种远高

于下一代地面探测器的偏心率探测精度，使得空间探测器得以帮助区分大部分恒星

级双黑洞的形成机制模型。这也进一步说明了偏心率参数在恒星级双黑洞的空间探

测中不可或缺。我们还根据模板库大小估算了档案搜索情况下的信噪比阈值，偏心
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率的引入将使其从 ∼ 5 提高到 ∼ 7，但相比于全空间搜索时的 ∼ 15，信噪比阈值

依然得到了显著降低。

最后，我们在档案搜索的基础上实现了适用于空间探测器的参数估计流水线。

我们通过贝叶斯推断评估了地面探测器网络对参数的限制，并将该后验概率分布

作为空间探测器的先验信息。然后我们通过插件的形式实现了 PyCBC 对空间探测
器参数估计的支持。由于地面探测器的约束，空间部分的估计可以被限制在很窄的

范围，但由于观测时间长，数据点多，导致这样的情况仍然非常消耗计算资源。对

此，我们使用了外差似然估计的方法加速了计算，使其由原来的 O(103) 核时缩减

为 O(10) 核时。这使得我们有能力探究当数据中包含噪声时的参数估计，而不只局

限于零噪声假设。最终，我们的结果均很好地还原了注入值，并且参数的估计范围

也符合预期。

本课题在偏心率参数的探测和档案搜索的实现上为后续工作提供了重要参考。

然而本课题仍存在一些局限性，部分工作有待未来研究提供进一步的优化改进：

首先，我们选取的是不含自旋参数的 EccentricFD 波形。由于我们讨论的是
恒星级双黑洞的旋近阶段，因此这一阶段中自旋效应可以忽略不计[200]。特别是对

于档案搜索场景，自旋参数将完全由地面探测器确定，因此这种波形选取不影响我

们已获得的结论。然而，在未来的数据处理过程中，无论地面还是空间部分的数据

处理都需要使用更加精确的波形以避免可能存在的系统误差[93, 122, 201–203].
其次，我们在计算过程中均未考虑探测器占空比与信号混叠问题。探测器并非

始终处于工作状态，这会降低地面探测器网络对空间方位等参数的估计精度，从而

需要在未来将这类参数扩展至档案搜索数据处理中。空间探测器的数据间隙问题也

将势必对结果产生一定影响[204]（如天琴三个月工作、三个月待机的工作模式）。此

外，实际空间探测器数据中各类源的引力波信号会发生混叠，影响各自的参数估计

精度。因此以上几种因素也是未来数据分析需要考虑的问题。

最后，正如我们反复在正文中提到的，无论是模板库的生成还是后续的参数估

计，虽然档案搜索已经将参数先验限制在很小的范围内，但由于空间探测器本身的

观测时长和波形与响应计算的复杂性，恒星级双黑洞的空间数据处理依旧在计算资

源上存在挑战。虽然在空间探测器正式运行的未来，计算资源的问题会有所缓解，

但高效的数据处理方法依旧不可或缺。对于探测，我们需要更高效的生成模板库的

方法；对于测量，我们也需要针对高偏心率情况优化外差似然估计或引入其他加速

方案，同时利用 Kullback-Leibler 散度等指标评估概率分布优化的效果[205, 206]。但

无论如何，我们的工作实现了针对恒星级双黑洞偏心率探测的一个可行的解决方

案，并因此为限制恒星级双黑洞形成机制提供了帮助。
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了自己的研究成果；就连突发奇想制作的科普视频，也能放心地交由导师点评，并

收获很多中肯的建议。在导师这里我不仅学到了科学研究方法，也学到了如何将研

究展示给不同的读者或听众，虽然我还只能算是初学者，但仍旧获益良多。写到这

里，仍无法尽述导师的传道受业解惑之恩，总而言之，导师一直以来都是我在科研

道路上的榜样。

I am especially grateful to Ian Harry, my supervisor and collaborator during
my study abroad at the University of Portsmouth. Throughout that year, I had
the opportunity to experience a different research environment and attend several
international conferences under the support and guidance. I am also grateful for the
patient mentorship throughout the project. Additional thanks go to collaborators
Alexander Nitz and Michael Williams, whose contributions were instrumental in
advancing the project. Finally, I extend my sincere gratitude to all the peers I
met abroad—meeting so many outstanding colleagues greatly enriched my academic
journey.
此外，特别感谢李恩坤老师，我向老师请教了很多技术上的问题，感谢老师一

直以来的提点与耐心解答，以及在 GWSpace 项目上的诸多讨论。感谢（包括但不
限于）梅健伟老师、张建东老师、刘帅、吕翔宇、黄顺佳、叶长青、孙烁、魏东东、

张雪婷、杨书涛、张庆飞、陈海斌、陈洪昱、王含章等老师同学在科研、编程、学

习等方面的帮助、讨论、宝贵建议与紧密合作，与大家的交流让我获益匪浅。正是

各位老师同学的存在营造了课题组和谐、友爱、开放、包容的科研氛围，很荣幸能

够和大家一起在此环境中共同学习，这些都是我攻读博士期间的重要动力。

2016年 2月，LIGO公布了 GW150914这个人类首次探测到的引力波信号。彼
时恰逢春节假期，高考也已进入倒计时，看到网上的新闻与科普文章，觉得这东西

听起来很有趣。那时未曾想到，将来的我会投身于引力波研究。说到这里，衷心感
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谢我的本科毕业设计导师王炎老师和苏威老师。当时的我对科研还是零基础，而且

正值疫情最严峻的时期，我依然在老师们的指导和支持下顺利完成了答辩，感谢老

师们对我的科研启蒙，使我跨入了科研的门槛。

中学时还是“中二少年”的我自以为热爱物理，但当时并未领悟这意味着什么。

多年以后，虽然我不会自诩什么热爱，但在诸多磨砺以后仍未对这一领域生厌，本

就是件难得的事。或者说，任何一个阶段的退缩都无法让我坚持至今——感谢生命

中遇到的所有物理老师。

感谢高家鹏同学多年来（线上或线下）的陪伴与包容。研究生生涯注定不是一

帆风顺的，很荣幸能有这样一个人无条件地接纳我所有的喜怒哀乐。以后的学术道

路充满未知，但无论如何，希望我们未来也能继续相互学习，共同进步。

感谢本科以来遇见的所有天文爱好者，以及在各类学生工作中遇到的老师同学

们。自己在学生工作中有很多不足之处，感谢大家的理解与包容。

“良田百顷，不在一亩；但有远志，不在当归。”多年来远赴他乡求学，感谢家

人们的理解与支持。

感谢生命中遇到的所有人和事，共同塑造了当前世界线下当前时刻的独一无二

的自己。

感谢 PyCharm 等编程软件在从编程语言学习到项目管理过程中各方面的重要
助力。感谢科研过程中涉及的所有开源项目与软件，感谢那些秉承开源精神的开发

者们。

感谢中山大学天琴中心提供的引力波科研平台，天琴中心在各方面的支持是我

整个科研过程的重要基石。感谢广东建星建造集团有限公司捐助设立“天琴建星”

优秀研究生奖学金。

最后，感谢国家设立的各类研究生奖助学金，这些奖助学金得以让我这样家境

并不富裕的学生没有经济压力地完成博士阶段的学习。特别是国家留学基金的存在

还让我获得了公派出国交流的宝贵机会——我的整个研究生生涯都离不开国家的

大力支持。

王晗

2025 年 5 月 15 日
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